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Avant-Propos

Bien qu'une formule des traces stable générale n'existe pas encore, des cas particuliers ont été établis et les
efforts faits pour la prouver ont mené a d'autres recherches moins provisoires. Il n'est peut-étre pas tout a fait
inutile d'en motiver 1' étude. C'est le but de ces notes, qui ont pour origine des conférences données a 1' Ecole
Normale Supérieure de Jeunes Filles au printemps 1980 et je voudrais remercier M.-F. Vigneras de m 'avoir donné
1' occasion de réfléchir encore sur ces problemes. Une partie des notes a été rédigée ensuite pendant un séjour a
1' Université de Bonn sous 1'égide du SFB et je voudrais remercier tout son équipe, mais surtout G. Harder, de
son hospitalité. Je tiens aussi a exprimer ma reconnaissance a J.-P. Labesse pour 1'aide et 1' encouragement qu 'il

m'a apportés.
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Présentation

En principe la formule des traces exprime la trace comme une somme sur les classes de conjugaison d'un
groupe G(F'), F étant un corps global et G un groupe réductif. Donc sil'on veut par exemple comparer la trace
pour un groupe quasi-déployé G* et pour une forme intérieure G comme on 1'a fait dans [7] il faut trouver une
application naturelle de 1'ensemble des classes de conjugaison de G(F") dans celui des classes de G*(F'), ce qui
est en général impossible.

En revanche, si on passe aux classes de conjugaison stables une telle application existe et est facile a définir.
Par conséquent pour imiter les méthodes de [7] il faut d'abord trouver une formule des traces qui s'exprime
comme somme sur les classes de conjugaison stables, ce que j'appelle une formule stable. Une telle formule est
ébauchée dans ces notes, mais avec de grandes et importantes lacunes.

Pour motiver son introduction nous commengons dans le Chapitre 1 par le groupe SL(2), qui a été traité
d'une fagon impitoyablement détaillée dans [13]. On rappelle rapidement le principe de fonctorialité, et apres
avoir formulé les résultats locaux nécessaires, on donne la formule des traces stable pour le groupe SL(2) avec
une petite application, pour la rendre plus piquante.

Les deux chapitres suivants sont surtout un exposé des travaux de Shelstad. Les groupes endoscopiques
sont introduits et le probleme du transfert des intégrales orbitales est abordé. Bien que ce soit un des problemes
fondamentaux de la théorie, il n'a été résolu que pour les groupes réels.

C'est la différence entre conjugaison et conjugaison stable qui donne naissance aux L-paquets. Le chapitre
IV contient un apercu des résultats acquis sur eux jusqu'a présent. Dans le chapitre V quelques applications de
la formule des traces sont suggérées.

Alors que les premiers chapitres sont, je 1'espere, d 'un acces facile, les derniers sont tout a fait techniques
et ne peuvent intéresser que des spécialistes. J'y ai fait un effort sérieux pour montrer comment on remanie la
formule des traces habituelle afin d ' obtenir une formule stable. Les problemes locaux n' étant pas encore résolus
il a fallu admettre comme hypothese 1'existence des facteurs de transfert.

Les remaniements doivent tenir compte du fait qu'un sous-groupe de Cartan de G* peut “relever” de G
localement partout sans en “relever” globalement, ce qui nous force a introduire les invariants des chapitres VI
et VII et a développer leurs propriétés, et enfin & admettre des hypothéses locales et globales sur les facteurs de
transfert, que pour 1'instant seules la cohérence et la nécessité justifient. Le Lemma 7.6 me semble néanmoins ne
pas étre trivial.

Dans le chapitre VIII, sur la base de ces hypothese et en négligeant la contribution des pointes nous déduisons

une formule des traces stable. Puisque les hypotheses nous permettent de surmonter les problémes venant des
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sous-groupes de Cartan de G* qui ne “relévent” pas de G le remaniement est assez facile et la seule difficulté

sérieuse est de vérifier le Lemma 8.6.
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I. Introduction

Le probleme de L-indiscernabilité s ' est manifesté pour la premiere fois dans 1' étude des variétés de Shimura
ol son apparition est assez facheuse, parce qu ' elle embrouille encore plus des choses déja difficiles a comprendre.
Il semble toutefois que 1' on ne peut pas la contourner et qu ' elle intervient chaque fois que 1' on veut comparer
deux formules des traces ou une formule des traces et une formule de Lefschetz. En revanche on pourra peut-étre
tirer avantage de son apparition dans la théorie des représentations et des formes automorphes pour vérifier le
principe de fonctorialité dans un nombre assez grand de cas particuliers.

Mais il y a des choses a souligner avant de commencer. D' abord, quoique ces cas particuliers comprennent
des exemples trés divers et en toute dimension, on ne réussira jamais avec seulement la L-indiscernabilité a
atteindre le but le plus profond du principe de fonctorialité, qui est de remplacer chaque fonction L avec une
partie galoisienne, par exemple chaque fonction L d ' Artin, par une fonction L entierement automorphe. I s'agit
donc d'exemples banals, pas dans le sens strict du mot et surtout pas dans un sens dépréciatif, mais dans un
sense uniquement technique.

De plus1'idée d ' exploiter la L-indiscernabilité exigera de longs efforts pour étre menée a bien, et nousn'en
sommes qu'aux débuts. Mais on a vérifié assez de théoremes pour en parler, et ce qui est plus important les
problemes qui s'y posent sont plus terre a terre que la probléme général et on peut les aborder des a présent.

Il faut commencer en rappelant ce qu'est le principe de fonctorialité et en particulier ce qu'est le L-groupe.
Ensuite je rappelerai d ' une fagon assez rapide ce qui se trouve dans 1'article de Labesse et moi-méme [13] parce
qu'il est a 1'origine des développements ultérieurs, et alors nous pourrons passer dans les chapitres suivants a

1'idée générale et aux résultats de Shelstad, Kottwitz, Rogawski.

1. Le L-groupe

Un L-groupe est un produit semi-direct d ' un groupe algébrique réductif connexe, noté G?, et d'un groupe
de Galois, Gal(K/F), ou d"un groupe de Weil. Pour 1'instant je préfére prendre “G° sur C et j'identifie G°
avec le groupe de ses points complexes. Je préfere aussi prendre un groupe de Galois et je suppose que K est une
extension finie de F'. Un L-groupe

L@ =LG° x Gal(K/F)

devient alors un groupe de Lie complexe. A chaque groupe réductif connexe sur F', et noté bien stir G, est attaché
un L-groupe d'une facon que je ne veux pas expliciter maintenant mais pour laquelle je renvoie a mon exposé

de Washington ou a 1' exposé de Borel au séminaire Bourbaki.

Donnons quelques exemples:
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a) 1'exemple standard: Soit G le groupe GL(n). Alors “G® = GL(n, C) eton peut prendre K = F de facon
que

LG = GL(n,C)

b) A chaque extension finie IV de F' on attache un groupe algébrique commutatif réductif connexe £* sur F’
tel que le groupe des points de E* dans F' estégal a E*. Le groupe E* s' obtient a partir de GL(1) en restreignant
les scalaires de E & F. Son groupe de poids, X*(E*) = Hom(E*, GL(1)) est isomorphe au module induit
Ind(Gal(K/F), Gal(K/E),Z), ot K est une extension finie de F' contenant E. Le module dual est le module de
co-poids X (E*) et

L@ = Hom(X,(E*),C*)

Le groupe Gal(K/F) agit sur X*(FE,) et X,.(E*), et par conséquent sur “G?, on pose
LG =1G° x Gal(K/F) .

D' une fagon plus concréte, “GP est le groupe des fonctions sur 1'ensemble Gal(K/E)\Gal(K/F) a valeur
dans C*. Soit g(p) la valeur de g au point p. Alors la valeur de o(g) au point p est g(po).
Si le degré de 1'extension E/F est n, on a un plongement v de “G dans GL(n). Soient p1,...,p, des

représentants a droite de Gal(K/F) modulo Gal(K/FE). On envoie g dans £G? sur la matrice diagonale

9(p1)

9(pn)

Les o dans Gal(K/F) C G s'envoient sur les matrices de permutation convenables.

¢) G soit un groupe spécial unitaire a trois variables ou une forme intérieure d'un tel groupe. G se définit
de la fagon suivante: on prend une extension quadratique séparable I de F', une algébre simple M de dimension
9 sur F et une involution o de M de deuxieéme espece, de fagon que « induise 1' automorphisme non-trivial de
E sur F et on pose

G={zeM|ax)=2"etNmaz=1}.

Si M est]'algebre de matrices de rang 3, alors G est un groupe unitaire ordinaire, mais le cas général présentera des
aspects intéressants. La composante connexe G de son L-groupe est PGL(3, C). Le groupe Gal(E/F) = {1,0}

agit sur G en posant (g) = ¢’ si g est représenté par la matrice A et ¢’ par la matrice

1 1
A = -1 tg—t -1

On obtient le L-groupe en prenant le produit semi-direct “G = “G° x Gal(E/F).
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Si on a défini le L-groups de n'importe quel groupe G par rapport a 1'extension K etsi F C K C K’
alors le L-groupe par rapport a K’ se définit comme un nouveau produit semi-direct “G° x Gal(K'/F),1"action
de Gal(K’/F) sur LGV étant définie par 1'homomorphisme Gal(K/F) — Gal(K'/F). On se réserve toujours
le droit de remplacer le corps K par un corps plus grand. Par exemple, si K est n'importe quelle extension

galoisienne finie de F" alors le L-groupe de GL(n) par rapport a K est le produit direct
GL(n,C) x Gal(K/F) .

Soient ” H et L' G deux L-groupes et £ la projection naturelle de “ H oude “G' sur Gal(K/F). Un L-homomorphisme

¢: YH — LG est un homomorphisme de groupes de Lie complexes qui rend commutatif le diagramme suivant

P Ly

LH AN
e\, /e
Gal(K/F)

Par exemple si H = E* et G = GL(n) on peut prendre

ou v a été défini en (b) ci-dessus.
d) Soit G un des groupes de (c) et soit H le groupe PGL(2). Son L-groupe par rapport & 1'extension £

est le produit direct “H = SL(2,C) x Gal(E/F). On voudrait définir un L-homomorphisme, et méme un

L-plongement, de “ H dans “G par

a b a 0 b
¢:h< >€LHOH 01 0]eta®
c d
c 0 d
1
Y: 0 #1¢€ Gal(E/F) — 1 xoecla
-1
Mais le carré de i(o) devrait étre 1 et il est en 1' occurrence
—1
1
-1

Donc pour rendre cette définition possible il faut remplacer les L-groupes relatifs aux groupes de Galois par des

L-groupes relatifs aux groupes de Weil:

"H="H'xWg/p "G="G"xWg/F .
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Lorsque E est un corps local notons C'g le groupe E* et pour un corps global notons Cg le groupe des classes
d'ideles. On a une suite exacte

1—Cp— Wgp— Gal(E/F) — 1

et comme par hypothése E/F est quadratique W, p est engendré par Cp et 0 ot 60° = a € Cp n'est pas une
norme de C'g. Pour définir 9 on choisit un caractere x de Cg qui prend la valeur —1 a o et 1 sur les normes de

CF de fagon que x(z) ™! = x(0(z)) et on pose

w(z) = 1 , Z€ Cg .
x(2)

e) Le groupe H de (d) est aussi un groupe projectif unitaire & deux variables et par conséquent le quotient

d'un groupe unitaire /1, dont le L-groupe est encore un produit semi-direct
LH, = GL(2,C) x Gal(E/F)

ouoc # 1 € Gal(E/F) agit sur GL(2, C) par

= Yl )

les formules de (d) définissent aussi un plongement L H; — LG.

2. Le principe de fonctorialite

Soit F' maintenant un corps global, et méme un corps de nombres. Soient A 1'anneau des adeles de F' et G
un groupe réductif connexe. Si on a une représentation automorphe de G(A) on attache a presque toute place
finie p de F une classe de conjugaison O(m,) = {t(m,)} dans LG de telle sorte que 1'image £(O(my)) de O(my)
dans le groupe de Galois Gal(K/F) ou dans le groupe de Weil soit la classe de Frobenius.

Donnons encore des exemples
a) Si G = GL(1) alors 7 est un caractére y de G(A) = A™ = I qui est trivial sur F'*. Ce caractere x est non

ramifié presque partout. S'il est non ramifié a p et si @, une uniformisante a la place p on pose

t(ﬂp) = X(wp)

11 fait observer que presque partout la fonction L locale attachée a x est égale a

1
1- t(ﬂ'p)‘wﬂs
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b) Si G est GL(2) alors, en suivant Hecke et Maaf8 mais avec un petit décalage, on attache a m une fonction
L(s, ) qui est un produit eulérien de degré 2 avec une équation fonctionnelle dont1'axe de symaétrie est la ligne

Res = 1. Le facteur local & une place finie est

1
(1= a(p)l@p|*)(1 = B(p)[wp]*)

Alors presque partout O(m, ) est la classe de

(e 0
twp)_( 0 ﬁ(p)>

¢) Soit I une extension quadratique de F’ et soit GG le groupe £*. La représentation 7 est alors un caractére
x de Ig trivial sur E*. Si p est une place finie de F' il y a deux possibilités: soit p se décompose dans E, soit il
reste premier. S'il se décompose, le Frobenius est trivial et O () est contenu dans “G? = C* x C*. Si p; et p>
sont les deux places de E divisant p alors ©(m,) est la classe de x(wp,) X Xx(@p,). Cette classe ne contient que

deux éléments, 1' autre étant x(wy,) X x(wy, ). Si p ne se décompose pas le Frobenius est non trivial et
O(mp) ={axbxo | ab= x(wp)} .

Le principe de fonctorialité dans une forme crue peut s' énoncer de la fagon suivante.

Soient VH et G deux L-groupes attachés auz groupes H et G et supposons que G soit quasi-déployé.
Soit de plus ¢ : “H — YG un L-homomorphisme et © une représentation automorphe de H. Il existe alors
une représentation automorphe II = 1, (7) de G, appelée (au moins par moi) une Y-image de 7, telle que
O(IL,) D Y(O(mp)) pour presque tout p.

Cette forme ne peut pas étre la forme définitive, parce que deux représentations automorphes qui sont
équivalentes presque partout ne sont pas toujours équivalentes.

Des cas particuliers du principe de fonctorialité, bien que pas toujours reconnus comme tels, commencent
a jaillir partout, parfois comme conjectures fondées sur des calculs, parfois comme théoremes demontrés en
utilisant les séries théta ou la représentation de Weil, et 1' habitude d'appeler une -image un relevement (en
anglais “lifting”) s' enracine. Sil'ony réfléchit on s'apergoit que ce motn'exprime pas bien ce qui se passe. Pour
garder son sens géométrique je préfere n'appeler “relevement” que les y-images provenant d 'un changement

de base.

3. Le groupe SL(2)

Soient d'abord G = GL(2) et H = E* ou E est une extension quadratique du corps de nombres F. Nous
avons déja défini un plongement 1»: “H — LG, et il est bien connu qu'une v¥-image 1..(T) existe pour chaque
représentation automorphe 7 de H(A). On peut le vérifier de diverse fagons, en utilisant soit les série théta (la

représentation de Weil), soit la théorie de Hecke, soit la formule des traces. La formule des traces peut s' utiliser
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de plus d'une facon. Je vais décrire d'abord un cas particulier de la formule des traces stable et puis expliquer
comment | ' existence de la 9)-image s 'en déduit.

La formule des traces pour GL(2) est déja stabilisée et on ne peut rien faire avec elle seule. Il faut remplacer
GL(2) par G = SL(2) et H par le groupe des éléments de norme 1 dans E*. Le L-groupe G est alors PGL(2)
etle L-groupe “H est le quotient de “E* par le sous-groupe diagonal {(z,z) | # € C*} C C* x C* C “E®. On

a un diagramme

g Y . GL(2)

| |

L T) PGL(2)

qui sert a définir le nouveau v. Il suffit de vérifier le principe de fonctorialité pour lui, celui pour 1'ancien 1 en

étant une conséquence presque immédiate.

4. Intégrales orbitales
Nous commengons par des préparatifs locaux. Supposons pour 1'instant que F' est un corps local et soit T’
un sous-groupe de Cartan de G défini sur F. Si 7 est un élément régulier de T et f une fonction lisse sur G(F') a

support compact on pose
o1 (7, f) :/ flg™ vg)dg
TENG(EF)

C'est 1'intégrale orbitale bien connue. Nous allons introduire aussi les intégrales orbitales stables. Soient

G = GL(2) et T le centralisateur de T dans GL(2). Posons
I(T/F) =0(T) = T(F)\ G(F)/G(F).

C'est un ensemble, et méme un groupe fini, contenant un élément si 1" est déployé et deux s'il ne 1'est pas.

L'intégrale orbitale stable est définie par

(v, )= Y Pra(y", f)
5€0(T)
ol a est un représentant de ¢ dans G(F) ety =a lva,T% = a Ta.
Nous dirons qu'une distribution sur G(F) = SL(2, F) est stablement invariante si elle est fixée par
GL(2, F), qui agit par automorphismes intérieurs sur son sous-groupe invariant SL(2, F'). Il est évident que la

distribution

fr—27(7. /)

est stablement invariante.
Nous voudrons étendre la notion d ' invariance stable a tout groupe réductif connexe. Pour cela il faut utiliser

une autre définition.
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Invariance stable (Définition correcte). Une distribution invariante est dite stablement invariante si elle se
trouve dans la cloture pour la topologie faible de l' espace linéaire engendré par les distributions f — (v, f),

v étant un élément régulier dans G(F') et T le tore qui le contient.
Probl eme. Vérifier que pour SL(2) (et méme SL(n)) les deux définitions d ' invariance stable sont équivalentes.

Si vy est régulier de valeurs propres v et 2, posons

AM) = [(n —72)? >

Si T est déployé, la fonction
FT () =AM@r(v, 1)

s'étend & tout le groupe T'(F') en une fonction lisse a support compact. Si T n'est pas déployé, il y a une
extension quadratique E7 attachée a T' et un caractere quadratique wr de F'* attaché a Er. Nous fixons un

élément régulier v° dans T°(F') et nous posons

T = wr (j - 1) AW{@r(r, f) — Bre (1, 1)}

172
si a est un représentant de 1' élément non-trivial de (7). La fonction f7, elle aussi s' étend a tout le groupe T'(F')
en fonction lisse.

On dispose d'un homomorphisme

o T — L@

Si T n'est pas déployé, alors T est le groupe des éléments de norme 1 de E7 et ) a déja été défini; si " est déployé

alors T ~ GL(1) et ©“T = GL(1,C) = C*, nous posons

¥ z € GL(1,C) — ((Z) (1)) .

5. Fonctions sph ériques

Le corps F’ est maintenant non archimédien. On se souvient que si G est un groupe réductif connexe sur ¥
quasi-déployé et déployé sur une extension non ramifiée, alors 1' algébre de Hecke H¢ est1'algebre des fonctions
a support compact et invariantes a gauche et a droite par rapport a un sous-groupe compact hyperspécial (pour
les fondements de la théorie des représentations automorphes le lecteur consultera au besoin les comptes-rendus
de Corvallis [1]). On peut prendre le L-groupe par rapport a une extension non ramifiée, et H¢ est isomorphe
a une algebre de fonctions sur “G° x ® C LG, ® étant le Frobenius. Ce sont plus précisément les fonctions
rationnelles réguliéres et invariantes. Si G est SL(2) on peut prendre 1' extension triviale.

Sil'on veut étre concret, on utilise la représentation adjointe pour plonger “G® = PGL(2, C) dans GL(3, C).

Alors la fonction g — trace (g) engendre 1'algeébre des fonctions réguliéres et invariantes. Elle correspond a
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1' opérateur aT}> + b de la théorie classique, a et b étant des constantes convenables. L'opérateur classique 7T},
existe pour GL(2) seulement, pas pour SL(2).

Si f est une fonction sphérique, c'est-a-dire un élément de Hg, soit f la fonction correspondante sur
LGY x ®. Supposons que si H est aussi quasi-déployé et déployé sur une extension non ramifiée et, soit 1) un
L-homomorphisme non ramifié de “ H dans “G. Donc 9 se définit par un diagramme commutatif

g Y Ig
e\ /e
Gal(K/F)
ot K/ F est non ramifié. Le L homomorphisme ¢ étant donné, on définit un homorphisme f — ¢*(f) = f1 de
He dans Hy par la condition
Filh) = f(@(h)
sih € L'Geté(h) = @.

Cet homomorphisme ¢* est défini pour n'importe quel L-homomorphisme non ramifié ¢, mais nous
revenons maintenant au cas particulier du groupe G = SL(2), ou H est un sous-groupe de Cartan T, soit
déployé soit attaché a une extension quadratique non ramifiée, et ot1 ¢ est le L-homomorphisme défini plus haut.

On a le lemme suivant qui est fondamental pour la suite bien que facile a vérifier.
Lemme 1.1. Si f est une fonction sphérique, alors f1 est égal a +¢*(f).
Le signe est positif si H¢ est défini par rapport a un sous-groupe compact maximal K tel que T'(F) N K est

un sous-groupe compact maximal de T'(F).

6. La Formule des traces stable
Soit de nouveau F' un corps global et pour chaque place v de F soit f, une fonction lisse sur G(F,) a
support compact. Nous supposons que presque partout f, est la fonction charactéristique de G(O,,) divisée par

sa mesure, de fagon qu'on peut poser

f9)=111r0) geGA).
Si T est un sous-groupe de Cartan sur F' on pose

ro=11ne ter).

Le lemme fondamental nous assure que f7 est bien défini.
Une distribution sur G(A) sera une application f — O(f), O(f) € C, qui est linéaire et continue en chaque
fv. On dit que O est invariante (resp. stablement invariante) si elle est invariante (resp. stablement invariante)

en chaque f,. Le groupe G(A) agit sur L?(G(F) \ G(A)). On pose

T(f) = Zm(ﬂ') trace 7(f) ,
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m(7) étant la multiplicité avec laquelle la représentation irréductible 7 intervient dans 1 ' espace L*(G(F)\ G(A)).
On se rend compte que le spectre continu est écarté.

La formule des traces donne une formule plus ou moins explicite pour T(f). Elle nous permet d' écrire

1
1) =8707)+ 1 {907 - ¥ oM}
T ©cES
La distribution f — 8T(f) est stablement invariante et ¢'est cela seulement qui nous importe & présent. La
sommation sur 1" porte sur des représentants des classes de conjugaison stable de sous-groupes de Cartan
elliptiques, deux sous-groupes de Cartan, T et 7’, étant stablement conjugués si 1'une des deux conditions

équivalentes suivantes est satisfaite:

a) llexiste g € G(F)tel que T’ = g~ 'Tg = T etle morphisme t — g~ 'tg = t9 est défini sur F.
b) Ilexisteg € GL(2,F)elqueT’ =g 'Tyg.

La définition (a) se transporte au cas général.

Le quotient T'(F') \ T(A) est compact et la représentation de T'(A) dans L*(T(F) \ T(A)) se décompose en
une somme discrete de caracteres. Soit T(f7) la trace de fT dans L*(T(F) \ T'(A)). Puisque T est abélien, la
distribution f — T(fT) sur T'(A) est stablement invariante et pour des raisons qui apparaitrons ultérieurement
nous posons $T(fT) = T(f7).

L'ensemble E¥ ne contient que le caractére trivial de 7'(f) \ T'(A). Pour justifier la notation, il faut expliquer

la signification du terme

(1.1) >0 .

0cES
Je vais utiliser des résultats locaux précis tirés de Labesse-Langlands, cependant je veux souligner qu'onn'en a
pas besoin pour vérifier le principe de fonctorialité. Pour cela il ne faut que le lemme fondamental et la formule
des traces stabilisée. On peut méme sans doute en déduire les résultats locaux. Ce n'est que pour éclaircir
1'intervention des termes correctifs (1.1) que je les anticipe.

L'image par 1 'applicationf, — f.I' d 'une fonction lisse a support compact sur G (F, ) est une fonction lisse a
support compact sur T'(F, ). L'application duale, ©7 — O, envoie un distribution sur 7'(F,,) sur une distribution
invariante sur G(F,). Soit ©7 = 6, un caractére. Alors le principe de fonctorialité local, qui est acquis mais dont
on n'aura pas besoin dans la suite, attache a 6, un ensemble fini de -images de 0,, dit un L-paquet et noté

14 (6y). L'application duale envoie 6, sur une somme

Z S(Wv)va

Ty €Y (0y)

ol X, estle caractére de la représentation irréductible , et les s(m,) sont des numbres complexes.
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Revenons au cas global. Une 1)-image du caractere 6 au sens strict est un produit tensoriel 7 = ®ym,, ol
pour chaque v la représentation 7, est dans le L-paquet 1, (,) et olt pour presque tout v cette représentaiton est
non ramifiée. L'ensemble des t-images sera noté v, (6) et appelé la y-image de 6. C'est un L-paquet global.

Bien sfir, on ne distingue pas les représentations irréductibles équivalentes. On a une égalité

0(f") = D smx«(f)

TEY.(6)

ot les coefficients sont des nombres complexes.

Le groupe T'(A) s'identifie au groupe des ideéles de E = Er de norme 1. Les éléments de v, (6) sont des
représentations eisensteiniennes si et seulement si 6 s'étend en un caractére de E® \ I qui se factorise par la
norme,

Nm: Ig — IF ,

c'est-a-dire, si et seulement si § est trivial.

La formule des traces stabilisée s' écrit
(1.2 T6) =870+ § {70 - 3 o™}
0cES

et

ST =Y00M =% 3 st :
[

TEYL(H)

les sommes sont absolument convergentes. La trace a gauche

T(f) = mm)xx(f)

ne contient aucune représentation eisensteinienne sauf la représentation triviale. Pour les écarter du coté droit il

faut enlever de
ST() = 2_00™)
0
chaque caractere 6 de T'(F') \ T'(A) qui devient eisensteinien sur G.

7. Application au principe de fonctorialit €
Tout ceci étant dit a titre d ' explication préliminaire, oublions le et revenons a la formule (1.2) sans résultats

locaux précis. Pour libérer les symbols 7" et § nous écrivons

70 =7+ § T{s76™) - X wirm|

e
nekEy

Le groupe T sera un sous-groupe de Cartan elliptique donné et nous voulons vérifier le principe de fonctorialité

dans sa forme crue pour le L-homomorphisme ¢: “T — G que nous avons déja décrit.
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Soit £ = Er et soit w une place de f qui ne se décompose pas dans E. Le groupe
I(T/Fy) = T(Fu)\ G(Fu)/G(Fy) = NmE;, \ F,

contient alors deux éléments, représentés par 1 et a. On peut trouver un petit ensemble ouvert U d' éléments

réguliers dans T'(F,) tel que les ensembles
U¢ = {97 ug | g€ G(Fy,), ueU}et Ues = {g7u"g | g€ G(Fy), ueU}

sont disjoints. Par conséquent il existe une fonction f,, lisse & support compact dans la réunion U% U U telle
que

q)Ta('Yav fw) = 7CDT(77 fw)

et telle que v — P (7, fu) est trés proche d 'une fonction ¢ sur U.
Il en résulte que
(I)é“t (7» f w) =0
et méme que

@(fw) =0

pour n'importe quelle distribution stablement invariante.

Si f est une fonction globale a composante locale f,, alors
8I(f) =0

et la formule des traces s' écrit

T =1

{0 - 3w}

H neES
Soit f un caractére donné de T'(F') \ T'(A) et soit V un ensemble fini de places de F’ contenant w, les places
infinies, et chaque place out E ou 6 est ramifié. Nous supposons que f, est une fonction sphérique siv ¢ V. A

un tel v = p est attachée une classe de conjugaison {t(0,)} dans =T et

0. (1)) = 1 (4(6.))

La trace
T(f) =Y mm)x«(f), m(m)eN

s'écrit

(1.3) T() =D m(m)xay (fv) [] folt(m)) -
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Nous voulons vérifier que, pour au moins un 7 pour lequel m(7) # 0,on a

P{t(0)} C {t(mo)}

pourv ¢ V.
D 'autre part

=1 Y

H n¢BEg
(14) 75 =13 Y w8 [T A
H n¢ES vV

1 étant le L-homomorphisme de H dans ©G défini plus haut. Les apostrophes indiquent que seuls les H et 7
non-ramifiés au-dehors de V interviennent dans les sommes. Soit S 1' ensemble des suites {{(¢, }|v € V'} ot {¢,,}
est la classe de conjugaison dans G provenant d ' une représentation unitaire de G(F,,). Les égalités (1.3) et (1.4)

sont toutes deux de la forme (ou du moins se réduisent facilement a cette forme)

T(f) =Y a{t}) [] foltw).

S veV

Vu 1'unicité d 'un tel développement (voir, par exemple, [20]) il suffit de vérifier que le coefficient a({(t(6,))})
provenant de (1.4) n'est pas zéro.
On peut d'abord choisir fy de telle fagon que 6y (fi-) # 0, mais il faut ensuite prendre garde a ce que le

terme

(1.5) 1 0v () TT Fotweo)

vV

ne soit pas neutralisé par un autre. Pour cela il faut se demander quels sont les H et 7 pour lesquels

(1.6) {9(t(n.))} = {o(t(0.))} vEV.

Comme on sait, le caractere ¢ est attaché & un homomorphisme p du groupe de Weil W dans T, et  est
attaché a un homomorphisme o du groupe de Weil dans © H. Les homomorphismes 1 o p et 1 o o envoient Wg
dans G = PGL(2, C). En les composant avec la représentation adjointe nous obtenons des représentations R et
>} de Wr de dimension 3. Il résulte de (1.6) que R et X sont localement équivalentes presque partout. Un lemme
bien connu (voir, paar exemple, le lemme 12.3 de [7]) implique alors que R et X sont équivalentes. On cherche
maintenant les extensions quadratiques F de F telles que le groupe de Weil Wg, qui est d 'indice 2 dans W,
stabilise un vecteur non nul dans 1'espace de P. On sait qu'il y a au moins une telle extension £ = Er et au

plus trois. Dans le cas exceptionnel ol y en a trois, £ = Er, et &1 = En,, E2 = Eg,, on choisit deux places
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wy et wy telles que wy se décompose dans 1 mais pas dans E» et wa se décompose dans E» mais pas dans F; et

on les adjoint a V. Puis on choisit f,, et f,, tels que

971)1 ( 51) 7é Oa 01!12 ( 3);) 7é 07 01!11 (f{l;]ll) = 07 awz (f{l;];) =0.

Ce choix fait au besoin, le terme (5) ne peut-étre neutralisé que par le terme attaché a un caracteére 1 du groupe
T(F)\ T(A) lui-méme. Dans ce cas-ci la relation ¥ ~ R implique que n ~ 6*!. Si v, est dans T'(F,) alors
Y et v, ! sont conjugués dans SL(2, F,) si et seulement si wr,p, (—1) = 1. IIs sont toujours conjugués dans

GL(2, F,). Ici wr,p, estla composante locale de wr. Il en résulte que

fo () = F (%)

et que

n(f1) =0(f7) .

Par conséquent, le terme (5) est égal a
1 ~
iz Uv(f\;) H fv (1/)(75(771;)))
vgV

avec le méme signe, et la vérification du principe de fonctorialité est terminée.
On peut probablement aller plus loin et, en imitant les méthodes de [20], obtenir des résultats précis, le

principe de fonctorialité local surtout y compris. Je nel'ai jamais fait.
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Il. Groupes Endoscopiques

1. Définition

Je passe maintenant au cas général et introduis ce que Shelstad a appelé un groupe endoscopique, en
suivant une suggestion de Ash, un des rares mathématiciens contemporains ayant une connaissance suffisante
des langues classiques. Soit “G un L-groupe. Quand on définit un L-groupe d ' une fagon précise il faut 1' attifer
avec un tas d ' objets supplémentaires. On choisit un sous-groups “B° de Borel de G un sous-groupe de Cartan
LT0 de LBY, et pour chaque racine simple o de LT0 dans “BY on choisit un vecteur Xov dans 1'algebre de Lie
tel que

ad(t) (Xov) = o (t) Xav te L1

Le groupe de Galois, qui opére sur G, stabilise LT et “B? et on exige que
g (Xav) = Xg(av)

Le L-groupe étant défini on peut la plupart du temps supprimer ces accoutrements, mais de temps en temps il
faut en tenir compte. Sinon les choses peuvent se brouiller. Il va de méme pour les groupes endoscopiques. 11
faut prendre des précautions en les définissant, mais ensuite on peut procéder d'une fagon plus désinvolte. Un

groupe endoscopique sera défini par les données suivantes (voir surtout [32]).

i) Un élément semi-simple s dans Lgo.

ii) La composante connexe “H" du centralisateur de s dans “GY;

iii) Un sous-groupe de Borel “BY, de “H?";

iv) Un sous-groupe de Cartan LT de “BY;;

v) Un ensemble {Y,v} d'éléments de 1'algebre de Lie de “G?, les o étant les racines simples de “7T7; dans
LBY etad(t)Y,v étant égal a o (t)Yy,v;

vi) Un homomorphisme continu p de Gal(F'/F) dans le groupe d ' automorphismes de

(LHO, “BY, TS, {Yav }).

Le corps F est soit local soit global et F est sa cloture séparable. Ces données sont sujettes a quelques conditions.
Pour les expliquer, et aussi pour la suite, il est préférable de définir le L-groupe par rapport a un groupe de Weil,

qui s ' obtient a partir de celui défini par rapport a un groupe de Galois par relevement

* — WK/F

l l

LG ——— Gal(K/F)
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Dorénavant “G sera le groupe noté ici par 1'étoile.  Les L-homomorphismes et les L-homomor-
phismes non-ramifiés se définissent aussi par rapport aux groupes de Weil. Les conditions que ces données

vérifient sont les suivantes.

1)  Choisissons K tel que p est défini sur Gal(K/F) et LG est défini par rapporta K. Pour chaque o € Gal(K/F)
il existe un élément w € W et un élément n(w) € LGO x w C LG tels que w est un relévement de o et

p(0) la restriction de ad n(w) a “Hy.

2)a. Si F estlocal il existe z dans le centre de “G tel que pour chaque ¢ on peut choisir un n(w) qui commute a
zs.

2)b. Si F est global alors pour chaque place v et chaque extension de v a F il existe un z,, dans le centre de *G°
tel que pour chaque o dans Gal(F,,/F,) on peut choisir un n(w) qui commute a z,s. De plus pour chaque
o dans Gal(F'/F) ona p(o)(s) = z(c)s avec z(o) dans le centre.

La définition des données endoscopique a été adaptée aux exigences qu'on prévoit a présent. Elle est forcément

provisoire. Il en est de méme pour la définition d' équivalence de deux ensembles de données.

Définition. Les deux ensembles de données

(57 LHO) LB?{? LTQI? {yav}7p)
et

= L{j0 L L -
(57 HO) B%v T]%v{ydv}p)
seront dits équivalents s'il existe un g dans “G° pour lequel

"HO = ad g("H") "BY, = ad g("BY), T = ad g(*T§)
et

Yav =ad g(Yav), p=ad gopoad g™ ' .
On exige en plus que 5~ ad g(s) se trouve dans le produit du centre de “G° et de la composante connexe du

centre de LH .

On note & une classe d'équivalence et & = &(LG) 1'ensemble des classes d'équivalence. Les cinq données
LHO, LBY,, ETY, {Y,v }, p définissent un L-groupe, qui a son tour définit un groupe quasi-déployé unique sur F,
qui sera noté H. Quand s = 1 le groupe H serra noté G*. Il est la forme quasi-déployée de G.

Le groupe H s'appelle un groupe endoscopique et les données s ' appellent des données endoscopiques. H
ne dépend que de leur classe, et c'est la classe qui nous intéresse. Donc si £7 est un sous-groupe de Cartan
donné de “GY, nous pouvons supposer que s € LT et que “TY = LT0. D' ailleurs le groupe “BY et 1' ensemble
{Y,v } n'ont pas beaucoup d'importance. Ils sont la parce qu'ils se trouvent parmi les données d ' un L-groupe.

Donnons maintenant quelques exemples.
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a) Le groupe G soit GL(n) de sorte que “G = GL(n,C) x Wy p. On prend s diagonal

S1

S1
52

52
53

Par conséquent

Lyy0 _
= ]

qui est isomorphe a

GL(n1,C) x ... x GL(n,,C)

ouny +---+n, =n.

Le centre de LG est le centre de G. Donc n(w) = a(w) x w avec a(w) dans “H qui n' est pas seulement la
composante connexe du centralisateur de s mais le centralisateur lui-méme. Mais a(w) donne un automorphisme
de données “HY, LTY, LBY,, {Y,,v} de sorte que a(w) est contenu dans le centre de “H". On peut donc choisir
a(w) =1, etle groupe H est

GL(n1) X ... x GL(n;) .

Le groupe “H est le produit direct de “H® et Wy p et on peut étendre le plongement ¢: “H? «— “G° a IH en

définissant

ot () est un homomorphisme de W dans le centre de “H°. Pour ces ¢ le principe de fonctorialité est déja

acquis, et se déduit facilement de la théorie des séries d ' Eisenstein (voir [16]).

b) Si le groupe G est SL(n), alors “G = PGL(n,C) x Wy r. On représente les éléments de “G° par des
matrices. Soit s comme dans (a). Alors “H" est 1'image de son centralisateur dans G'L(n, C). Mais maintenant

le centralisateur de s n'est pas toujours connexe. Le centralisateur est 1'image du groupe des g dans GL(n, C)
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tels que g~ 'sg = As, A € C* et 1'application g — A donne un homomorphisme de son quotient par “H° dans

un sous-groupe cyclique de C*. Soit A un générateur de 1'image. Si son ordre est m, alors

S1

S1

)\81
)\81
)\m—lsl

)\7717151

52

52

)\52

)\82

Comme “GY a un centre trivial ou plutdt parce que son centre est aussi le centre de LG, 1'homo-
morphisme p qui figure parmi les données endoscopiques provient d'un homomorphisme du groupe de Weil
Wk /p, et méme du groupe de Galois (K/F), dans le groupe cyclique obtenu en divisant le centralisateur de
s dans LGP par sa composante connexe. Le noyau de cet homomorphisme est un groupe Gal(K/E) ou E/F
est une extension cyclique d'ordre divisant m. Puisque 1' on peut remplacer un K donné par n'importe quelle
extension suffisamment grande, toutes les extensions E/F de ce type apparaissent. Si ¢ est le degré [E : F| le

group “HY est le quotient du groupe

¢ fois ¢ fois ¢ fois ¢ fois

GL(n1,C)x..xGL(n1,C) XGL(n1,C)x..xGL(n—1,C) X . . . XGL(n2,C)x...xGL(n2,C)XGL(n2,C)x...xGL(n2,C)X. . .

= fois
par le groupe C* qui s'y plonge diagonalement. Pour obtenir H on prend le groupe sur E

GL(n1) X ... x GL(n1) Xx GL(n2) X ... x GL(n2) x GL(n3) X ... x GL(n3) X ...

= fois = fois = fois

et puis on restreint les scalaires de E et F, et enfin on prend le noyau de 1' homomorphisme évident du groupe
ainsi obtenu dans GL(1). Si £ = m = n on obtient alors le groupe des éléments de norme 1 dans E*.

Je laisse au lecteur le soin d ' étendre le plongement ¢: “H® — LG a un L-homomorphisme “H — LG.
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¢) Nous considérons maintenant un groupe traité par Rogawski [25]. Soit G une forme intérieure d'un
groupe unitaire spécial a trois variables. Le groupe “G est PGL(3, C) x Wy, K contenant toujours le corps £
qui définit le groupe. On suppose que s est diagonal et LT, est le groupe diagonal, ou plutdt son image dans ©G°.
Soit “BY 1'image des matrices triangulaires. Nous supposons que “BY, = LH? N ZBY. Chaque n(w) est dans le
normalisateur N = Y Ng de 79 dans £ G. Soit Q) = LQg le quotient EN/ETO. La donnée p définit un homo-
morphisme v de Gal(K/F) dans Q¢ et nous allons classifiera les groupes endoscopiques ou les données endo-
scopiques poss-
ibles au moyen de v. L'homomorphisme (ou plutdt son image) étant donné, on cherche d'abord les s pos-
sibles, qui définissent ensuite des “H°, mais alors pour qu'un s et un “H° donnent naissance a des données
endoscopiques il faut (et il suffit) qu'il y ait un ensemble de racines simples de 7" dans “H" fixé par 1'image

de 1'"homomorphisme. Soit X *(£7T?) le groupe de poids de £T°. On se souvient que
ET0 — Hom(X*(*T?), C*)
et que
X*("1%) ={(z,y,2) | z,y,2€ Z, x+y+2=0}
Le groupe “Q¢ agit sur X*(“T?) et est engendré par les permutations et 1' application (z,y,2) — (—z, —y, —z).

i) Supposons que 1'image de v soit Q. L' élément s est maintenant un homomorphisme de X *(£7°) qui

est trivial sur le réseau engendré par {o A — A}. Mais si o permute z et y alors

J(Ov 17 71) - (05 17 71) = (1 - 1) O)
On en déduit que s = 1 et que “H". Mais 1'image de v ne fixant pas un ensemble de racines simples de L7 dans
L@GY, ce cas est exclu.

ii) Supposons quel'intersection de1'image de v avec le groupe de Weyl de GY, ¢ ' est-a-dire avec le groupe

des permutations, soit d ' ordre 3. La seule possibilité pour s est alors

(z,y,2) — £V

=1 maisé#1.

Donc

et la composante connexe de son centralisateur est 7. La projection de v sur le groupe “Q¢ \ Qg =~ Z»
des automorphismes extérieurs doit-étre toujours 1'isomorphisme donné: Gal(E/F) ~ Z, et par conséquent

1'image de v n'est jamais contenue dans “QZ..
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Puisquey = 2z = —2r —y,ona

é——y—Qa: — £y+2z
et]'image est1'ensemble des applications:
(LE, Y, Z) L — (I,y, Z)? (Z,I’,y), (y7 Z7I)7 (72”7 Y, 7':6)7 (*I’, —Z, 7y)7 (7’!/7 -, 72) .

Le groups H est le groupe des éléments de norme 1 dans L*, étant une extension cubique cyclique de E dont le
groupe de Galois sur F est le groupe symétrique Ss. On vérifie encore sans peine que le plongement “H? — £G°

s'étend a un homomorphisme, g — L@,

iii) Supposons que 1'intersection de 1'image de v avec le groupe “Q soit d'ordre 2. En remplacant, au

besoin, les données par des données équivalentes nous supposons que 1'élément non trivial de 1'intersection est
w: (z,y,2) — (2,9, 2) .

L'image est alors:

(I,y,Z) — (I,y,Z); (Z,y,l’); (7z7fya 71’); (71777:%72)

et le réseau engendré par {o\, \} est1'ensemble

{(z,y,2) | e +y+2=0, ypair} .

Doncona s: (x,y,z) — (—=1)Y ou

(2.1) LY =

* O *

S *x O
* O *

C'est un sous-groupe de “G° dont nous avons déja fait la connaissance. Il apparaitra encore mais on voit
maintenant que ce cas-ci est en vérité exclu, parce que ' image de v ne fixerait pas un ensemble de racines simples

de 79 dans LHO.

iv) Supposons que 1'intersection de 1'image de v avec Q% soit triviale. L'élément non-trivial de 1'image

est alors une des applications:
($7 Y, Z) — (_Z7 -Y, _CU)7 (_$7 -Y, _Z)a (_ya -, _Z)7 9 (—Z‘, —Z, _y)

en remplacant les données par des données équivalentes on peut supposer qu'on a une des deux premieres.
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a) Soit (z,y,z) — (—z,—y, —z) 1'élément non-trivial de 1'image et soit s 1'application: (z,y, z) — &Y&5.
Ona
GG =66 =6
si et seulement si
E=¢7.
Si & =1, alors LHO = L0 ot L = L@, qui est pour 1'image de v donnée un cas admis. Si§; = —lonale

groupe “HO de (iii), maintenant admis. Nous avons déja vu comment on étend le plongement “H® — LGY a un

L-homomorphisme “H — LG. Puisque

3

le group HC est LTV si & # 1. Le groupe H est un tore de dimension 2 avec un sous-tore déployé de dimension

1, et il est en effet un sous-groupe de Cartan d ' un sous-groupe de Borel de la forme quasi-déployée G* de G.

B) Soit (z,y,z) — (—x,—y,—z) 1'élément non-trivial de 1'image. Alors s = (z,y,2) — &/&5 avec
€2 = £2 = 1. On vérifie que ce cas n' est pas admis, parce que “H" n'est pas un tore, et cette application envoie

chaque racine sur sa négative.
Sommaire. Les données endoscopiques possibles sont les suivantes:

i) {1,LG% LB LT0 {X v}, p} sont les données qui définissent le L-groupe “G. En particulier, on peut

choisir n(w) = 1 x w, et H est le groupe G*.

ii)

1
s = -1

1
* 0 %
LY = 0 % 0
* 0 %
* 0 %
LB — 0 « 0
0 0 =x
* 0 0
P ="T"=¢(0 = 0
0 0 =x

0 0 1

Yv=1[0 0 0

0 0 O

et p est défini par
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1
n(w) = 1 X W
-1
si w est un relevement de o # 1 dans Gal(E/F) a Wg,p.
i)
1
5= £ £ #1

52
LHO — LB?{ — LT]0{ — LTO

{Yor}=0.

Le groupe H est un tore 1" qui est isomorphe soit a un sous-groupe de Cartan d ' un sous-groupe de Borel de G*
soit a un sous-groupe de Cartan de G* défini par une extension cubique de £ dont le groupe de Galois sur F’ est

Ss.

2. La Formule des Traces Stable Entrevue
Il faudra revenir sur la définition des groupes endoscopiques, surtour pour comprendre comment elle sort
de I'étude de la conjugaison stable; cependant, nous sommes maintenant en état de décrire une formule des
traces stables bien que pas du tout en état de la démontrer. Nous faisons 1' hypothése suivante:
Le centre de “G° est conneze

Cette hypotheése est nécessaire pour étendre le plongement “H? «— L' G°

a un L-homomorphisme ¢y du groupe
endoscopique “H (voir [1]). Cette extension n'est pas toujours unique. L' hypothése n ' est pas grave et finalement
P1q P ! q YpP pasg

tout a fait naturelle. En particulier G étant donné sur le corps global F' on peut toujours trouver une extension G,
1-4—-G—->G—1,

ot A est un tore, telle que les applications

G(F) = G(F), G(F,) = G(F,), G(A) — G(A)
soient surjectives tandis que G vérifie 1" hypothése. Cela nous permet de ramener 1' étude des représentations de
G a celles de G. L' existence de G est vérifiée dans [18].

Soit Z la composante connexe du centre de G, et soit ¢ Z un sous-groupe fermé de Z(A) pour lequel ¢ Z Z(F')

est fermé et le quotient ¢ Z Z(F') \ Z(A) compact. Pour simplifier on suppose que

OZ:HOZu ;
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le produit étant pris sur les places de F. Soit x un caractére de ¢ Z trivial sur ¢Z N Z(F). La valeur absolue |x|
s'étend en un caractere de G(A). Soit L3 (G(F) \ G(A)) 1'ensemble des (classes de) fonctions mesurables sur

G(F)\ G(A) vérifiant

i) #(z9) = x(2)9(9) z €07
ii) fozg(F)\G(A) |¢(g)|2|X|_2(9) dg < o

Le groupe G(A) agit dans L? (G(F) \ G(A)), et si on a une fonction raissonnable f sur G(A), on pose

Zm ) trace (f) ,

m(m) étant la multiplicité avec laquelle la représentation irréductible 7 intervient dans L (G(F') \ G(A)). Pour

étre raisonnable, la fonction f doit vérifier en particulier 1' équation

f(zg) =x""(2)f(9) z€oZ

- [ 16

0Z\G(A)

et alors

D'habitude, on suppose que
g) = H fU (gU) 9

les f, vérifiant les hypotheses habituelles.

Je fais remarquer qu'il n'est pas encore vérifié en général que la somme définissant T(f) converge. Pour
la suite on peut toujours la remplacer par la somme sur les représentations cuspidales. Mais puisque nous ne
savons stabiliser en général qu ' une partie de la formule des traces, cela n'aura pas beaucoup d'importance.

On choisit pour chaque classe dans & un représentant des données et pour chaque représentant un L-
homomorphisme ¢p: “H — LG étendant le plongement H? — LGY.

Nous cherchons a définir la formule des traces stables de telle fagon que 1' on ait 1' égalité suivante:

(2.2) T(f) =Y G, H){8T(f") - (")}

&e6

La sommation porte sur les classes d'équivalence de données endoscopiques. La fonction f# sur H(A) est at-
tachée a f, d'une fagon quireste a expliquer, mais pour laquelle le cas de S L(2) sert comme modele. L'expression
8T(fH) estla valeur de la trace stable sur H(A) sur la fonction f. La constante (G, H) ne dépend que de G et
H, ou plutdt de G et de la classe &. Enfin, =( f#) est un terme correctif comme celui qui est déja apparu pour le
groupe SL(2).

Je vais expliquer dans le dernier chapitre comment on manie les termes elliptiques réguliers de la formule

des traces pour obtenir une formule stabilisée, mais en supposant que les fonctions f¥ existent.
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Je donnerai aussi quelques exemples non triviaux pour vous convaincre de leur existence. Ce qui reste,
méme pour les cas particuliers, sont les termes paraboliques et les termes elliptiques singuliers. Pour ceux-la il

faut se débattre avec la formule des traces d ' Arthur, ce que je n'ai guére commencé faire.

3. Conjugaison stable

Dans ce paragraphe I’ sera soit un corps global soit un corps local. Soit T" un sous-groupe de Cartan de G, et
s0it A(T) = A(T/F)1'ensemble de tous les g dans G(F), F étant la cloture séparable de F, tels que 79 = g~ 'Tg
est aussi défini sur F, ainsi que 1'isomorphisme ¢ — g~ 1tg entre T et T'9. Soit ¥(T) = 9(T'/F') le quotient

T(F)\UT)/G(F) .

Deux sous-groupes de Cartan T" et 7" sont dits stablement conjugués sur I’ s'il existe un g dans 2(T/F') tel que
T' = T9. On attache & g € (T la classe du cocycle {a, } = {o(g)g™" | o € Gal(F/F)} dans H'(F,T), eton
obtient alors un plongement

I(T) < HY(F/T) .

Soit G 4. le recouvrement simplement connexe du groupe dérivé G4, de G. Puisque on peut toujours supposer

g dans G, et puis le relever a G, on a
I(T) C &(T) = &(T/F) = Image H'(F, T..) ,
T étant 1'image inverse de T dans G.. En plus 9(T') est1'image de ¥(T.) et
9(Ts.) = Noyau (H'(F,Ty.) — H'(F,Gy.))

quin'est pas toujours un groupe, quoique ¥(1') = E(T') si F est un corps local nonarchimédien. En effet, dans
cecas HY(F,Gy.) = 1.

On se souvient que X (T) est le groupe des co-poids de T et que, T’ étant défini sur F, le groupe Gal(F'/F)
agit sur X, (7). Il agit aussi sur X, (Ts.) et X.(Ts.) C X, (T).

Définition de R(T'/F).

a) Si F' est un corps local soit &(7'/ F) le groupe des caractéres complexes (pas nécessairement unitaires) de
X.(Tsc) qui sont triviaux sur 1'intersection de X, (7.) avec le réseau engendré par {opu — 1 | 0 € Gal(F/F),
pe Xu(T)}

b) Si F' est un corps global soit R(T'/ F) le groupe des caractéres complexes de X (Ts.) qui sont triviaux sur
1'intersection de X, (T%.) avec le réseau engendré par {op — 1 | o € Gal(F,/F,), i € X.(T)} pour n'importe

quelle place v de F et n'importe quel prolongement de v a F'.

Il est évident que 1' on a un plongement

A(T/F) — A(T/F,)
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si F' est un corps global et v une place de F.

Soit F' un corps local et considérons 1' intégrale orbitale

Dr(v, f) = / flg~"vg)dyg ,
T(F\G(F)

~ étant régulier dans T'(F') et f étant une fonction sur G(F') assez bonne pour que ces intégrales existent. Si

a € A(T) la valeur de
Ora (7", f)

ne dépend que le1'image 0 de a dans ¢¥(T") et on 1' écrit parfois

(I)T5 (757 f)

Soit K un corps qui déploie T'. On se souvient que selon le théoréme de Tate-Nakayama, le groupe £(T") est
isomorphe au quotient de groupe

{N € Xi(Tye) | Nmp A =0}

par son intersection avec le sous-groupe de X, (T') engendré par les éléments o — 1, 0 € Gal(K/F), u € X,.(T).

Donc chaque x € &(T'/F') définit un caractere de £(T) et nous posons

(v, f)= > K(E)®r(7’,f)

9(T/F)

En prenant £ = 1 on obtient une intégrale stable

o, )= (v, /)= Y Prs(¥, f)
9(T/F)

Nous avons déja défini les distributions stables. Nous voudrions aussi définir la conjugaison stable de deux
éléments vy et 7/ de G(F)). Si le centralisateur de -y est un sous-groupe de Cartan 7', la bonne définition devrait
étre la suivante: v et 7/ sont stablement conjugués si et seulement s'il existe un g € A(T') tel que v’ = ~9. Pour
les autres paires la définition correcte n'est pas si évidente bien que 1'on puisse en deviner une. Elle devrait

vérifier les deux propriétés suivantes (au moins pour un corps local de caracteristique nulle):

a) la classe de conjugaison stable de n'importe quel 7y est la réunion d'un ensemble fini de classes de
conjugaison ordinaire;
b) la classe stable {7} estlaréunionde {y1},..., {7}, quisont des classes de conjugaison ordinaires; soit

G, le centralisateur de +;; il devrait exister des constantes cy, . . ., ¢, (pas nécessairement égales) telles que

fr— ici / flg™ vig)dg
=1

Gy (P\G(F)
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est une distribution stablement invariante.

L'ensemble {7} sera l'ensemble minimal qui vérifie (a) et (b). Mais ceci est une digression. Ce qu'il nous
faut faire a présent est de trouver les liens entre les groupes endoscopiques, les couples (7, ) et les intégrales

orbitales.

4. Construction des donn ées endoscopiques

Pour commencer expliquons comment on attache a un couple (7T, k) des données endoscopiques. Pour
définir £G on fixe ¢: G — G* défini sur F. Le groupe G* est pourvu d 'un sous-groupe de Borel Bg- et d'un
sous-groupe de Cartan T+ C Bg-«. Ces deux groupes sont définis sur F. Choisissons g € G*(F') de sorte que la
restriction ) de ad g 0 ¢ a T'1'envoie sur T+. Cela nous donne une identification de X, (Tg+) et X, (T') comme
modules sur Z, mais pas comme modules sous Gal(F/F). On note o7 1'action de o € Gal(F'/F) définie par T

Le caractere x devient un caractere de X, (T¢=_), quel'on étend en un caractere s de X, (Tg-). Puisque
L0 _ X
T° = Hom(X,(T¢+),C™) ,

onas € 7% C'estla premiere donnée d'un ensemble de données endoscopiques et définit tout de suite la

seconde “HY. Nous prenons LT = £T9 et
LB% — LHO ) LBO .

Pour la cinquiéme nous prenons n'importe quel ensemble de Y, v qui satisfont a la condition exigée.

L'ensemble des racines de ~ Tloi dans “HO est invariant relativement a o7. On écrit
or =w(o)om ,

ot w(c) est un élément du groupe de Weyl de “H? et oy est un automorphisme de X, (T~ ) quilaisse 1' ensemble

des racines simples de “T% dans “BY, invariant. On a
ogtn = (0T)m .

D'ailleurs oy s'étend d 'une fa¢on unique en un automorphisme de (“H°, “BY “T, {Yov}) et p:o +— op est
la sixieme donnée.

Il est évident que la condition (1) est remplie. La condition (2) est une conséquence de la définition de
K(T/F). IIn'y a pas de choix unique de g. Un autre choix remplace 7 par 7’ = w o 1), oli w est dans le groupe de
Weyl de T+ dans G*. 1l est facile de vérifier que ce nouveau choix mene a des données équivalentes.

Soit H le groupe quasi-déployé attaché aux données. Fixons un sous-groupe de Borel de H sur F' et un
sous-groupe de Cartan Ty sur F qu'il contient. Puisque X *(Ty) = X.(YTY) et X*(Tg+) = X.(FT0) 1" égalité

LTy = T donne un isomorphisme Ty — T quin'est pas toutefois défini sur F. Le théoréme de Steinberg
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([34]) implique néanmoins qu'il existe un sous-groupe de Cartan Ty sur I’ et un automorphisme intérieur
v: Ty — Ty défini sur F et tel que l'isomorphisme de 1" et Ty, implicite dans le diagramme suivant, soit défini

sur F. .
TH — TH — Tg*

RN

T

Nous aurons beaucoup a faire avec les diagrammes de cette sorte. Il est toujours entendu qu 'ils s ' obtiennent
de la fagon suivante. On fixe d 'abord un automorphisme intérieur de “G° qui envoie T% sur LT et “BY, dans
LBY. Cet automorphisme fixe un isomorphisme T j; — Tg- sur F. Alors on prend pour v application provenant

d'un automorphisme intérieur de H et pour 7 la restrictiona 7' de ad g o ¢, g € G* (F).
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lll. Le transfert d 'int égrales orbitales

1. Les facteurs de transfert

Dans ce paragraphe nous allons exposer ce que 1'on a su vérifier concernant 1' existence des fonctions f#.
Pour un corps archimédien il y a une belle théorie due a Shelstad, qui repose en partie sur 1' analyse harmonique
de Harish-Chandra et par conséquent donne des fonctions f*/ dans1'espace de Schwartz-Harish-Chandra, tandis
que la formule des traces exige des fonctions a décroissance plus rapide, et méme de préférence des fonctions a
support compact. Mais ses résultats me semblent quand méme miraculeux, et ce sont eux qui m'ont convaincu
de la valeur des groupes endoscopiques. Ils sont exposés dans les articles [24], [30], [31], et [32].

Pour les corps non archimédiens nous n'avons que des résultats fragmentaires diis a Kottwitz et a Rogawski
et qui reposent sur une analyse approfondie des aspects combinatoires des immeubles de Bruhat-Tits. Leurs
résultats portent surtout sur le lemme fondamental et ne laissent guere de doute sur sa validité. IIs se trouvent
dans [11] et [24].

Ces deux travaux contiennent aussi des résultats portant sur d'autres aspects des intégrales orbitales dont
nous n'aurons pas 1' occasion de faire mention.

Avant de donner un apercu des ces résultats il faut expliquer, en partie au moins, ce que 1'on attend des
fonctions f¥. Je suis en général les articles de Shelstad. Soient F’ un corps local et G un groupe réductif connexe
sur I. Nous fixons un ensemble de données endoscopiques. Au besoin on peut les remplacer par des données
équivalentes de telle fagon que “T% = LT0 et ' BY = L HO N L BY. On se souvient que pour définir “G il faut
choisir une forme quasi-déployée G* de G et un isomorphisme ¢: G — G* telque ) 1o (¢)): G — G est intérieur
pour tout o € Gal(F\ F). 1l faut de plus choisir un sous-groupe de Borel B+ de G* et un sous-groupe de Cartan

Tg+ de B*, les deux sous-groupes étant définis sur F'. On se souvient qu'on a
X*("T°) = X.(T¢-)

c'est-a-dire le réseau de poids du T est égal au réseau de co-poids de Tg-.

Puisque nous avons supposé que “T% = LT nous pouvons identifier
(3.1) X (Ty) = X*(*T% = X.(Tg-) ,

ce qui nous donne un isomorphisme Tz — Tg-.

Si T est un sous-groupe de Cartan de H choisissons un isomorphisme v: Ty — Tpg, donné par ad h
avec h € H(F). Tl ne sera pas en général défini sur F. Selon un théoréme de Steinberg [34] il existe un sous-
groupe de Cartan T« de G* et un isomorphisme n*: Tg+ — Tg- défini par ad g*, avec g* € G*(F), tels que

1'isomorphisme entre T’z et T+ donné par

(3.2) D*: Ty—Ty — Tae <— T
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soit défini sur F. Siyy € Ty (F), soit vg+ son image dans T¢- (F).

On dit que la classe de conjugaison stable contenant T reléve de G s 'il existe un sous-groupe de Cartan 7
de G sur F etun g € G(F) els que YT, Te- = ¥ 0 ad g envoie Tg sur T« et est défini sur F'. On voit facilement
que les classes de conjugaison stable {7 } s: et {1 } st se déterminent mutuellement. Donc, d ' apres le théoréme
de Steinberg on a un plongement de 1' ensemble des classes de conjugaison stable de GG dans celui des classes de
conjugaison stable de G*.

Soit D le diagramme

Ty 2 Ty — To < T
7’]\ T"pTG,TG*
Ta

Icin = n* o Y1y 1y - Les isomorphismes de T avec Tg ou T+ données par le diagramme sont tous définis sur
F,etun vy dans Ty (F') s'envoie sur 7¢" oung.
La donnée s se trouve dans
Erd = E7° = Hom(X*(*T7),C*) .
Vu la condition (2.a) que les données vérifient, et la définition de 1' équivalence, on peut méme remplacer s par
28, 0u z est dans le centre de 'G?, et donc supposer que s est dans le centre de © H. En particulier p = py donne

1'action du groupe de Galois sur “T° ou X*(T?) et on a alors

pr(0)(s) =5,
pour tout o € Gal(F/F). Soit o7y, 1'action de 1'élement o du groupe de Galois sur X, (T ) provenant du fait
que T’y est un tore sur F. Identifiant X..(Ty) et X, (Tx) au moyende n, ona

ory =wn(0)pu(0), o € Gal(F/F),

ot wy (o) est dans le groupe de Weyl Q(L7T°, L H?). Puisque 1' élement s est dans le centre de “ H°,

wi(o)(s) = s,
on en déduit que:

ory (s) = pr(0)(s) = s .

Mais o1, = or1,. = 071, etil enrésulte que s définit un élément x de K(T/F') ou un élément x* de R(Tg-/F).
L'élement k est, par exemple, la restriction de s a X.(Tq.,) C X.(Tq).

Pour introduire la fonction f# il faut fixer pas seulement une classe & de données endoscopiques, ou plutdt
un représentant de &, mais aussi un L-homomorphisme ¢: “H — LG étendant le plongement L H® — LGO.

Les données étant fixées et ¢ étant aussi fixé, on veut attacher a chaque diagramme D une fonction

A(vu) = A(ym, D) = A(ym, D, ¢ )
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sur 1'ensemble des éléments vy dans Ty (F) tels que ¢ est régulier dans T (F).
Bien stir, il y aura des conditions a remplir. La condition fondamentale est que f étant une fonction lisse et
a support compact sur G(F) il devrait exister au moins une fonction f#! lisse a support compact sur H (F) telle

que

(3.3) o (v, f1) =

siyg € Ty (F) est régulier mais aucun diagramme D n'est attaché a Ty, tandis que

(3.4) 5 (vu, f7) = Alva, D, o) @5, (Ve f)

si D est attaché a Ty et y¢ est régulier dans T (F).

Il est bien entendu que les mesures wg etwy sur G(F) et H(F') sont fixées et que celle sur T (F) s' obtient,
en utilisant le diagramme D, a partir de celle sur T (F'). Donc f dépend de wg et wy.

Si la fonction fH vérifie (3.3) et (3.4) nous écrirons f — f&, bien que f*! ne soit pas en général unique. Les
fonctions A(vi, D, ¢pr) sont implicites dans la notation.

Bien siir, quoique fondamentale, cette condition ne nous interdit pas de prendre A(yy) = 0. Mais il y a une
autre condition portant sur les fonctions sphériques.

Supposons que ©H et LG sont quasi-déployés, déployés sur une extension non ramifiée, et que ¢z est non

ramifié. Alors on exige qu'il y ait une constante ¢ # 0 telle que

[ cou(f)

pour chaque f € Hg.

Ce sont la toutes les conditions locales dont on aura besoin pour déduire une formule des traces stables,
mais il y aura aussi des conditions globales sur le produit des fonctions A(~yy) locales que j' expliquerai plus
tard. Néanmoins il y a une condition locale cachée dont il faut se rendre compte si on veut développer une
théorie entiérement locale. Mais, si on veut vérifier les théorémes locaux par voie globale il faut supprimer cette
condition au début pour la faire sortir comme théoréme a la fin, parce que 1' on ne peut pas la formuler sans des
renseignements sur les L-paquets locaux.

Pour le corps réel ou le corps complexe, les résultats nécessaires sont déja acquis et on peut formuler la
condition locale d'une fagon explicite. Il y a une application duale a la fleche f +— f. Elle envoie une
distribution stablement invariante © sur H(F) sur une distribution invariante ©“ sur G(F), et se définit par
1'égalité

oM =0%(f) .
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Soit IT un L-paquet local tempéré. Il y a un probleme sur lequel je reviendrai plus tard. C'est celui de

trouver des constantes a(r) € C* telles que

X =Y a(m)xx

well

est une distribution stablement invariante. Pour les groupes réels on peut prendre chaque a(m) égal a 1. De toute
faton, soit IT un L-paquet tempéré pour H (F) et supposons que son ¢r-image ¢ (II) est défini. Supposons par

exemple que F soit R ou C. Alors si 6 = x1 on exige qu'il existe des constantes (), m € ¢y (II), telles que

(3.5) 0= > elmxu .

TEpp (1)

Quand G n'est pas quasi-déployé la ¢r-image peut-étre vide, pour des raisons expliquées par Borel a Corvallis.

Alors 0€ devrait étre 0.
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2. Quelques r ésultats de Shelstad

Elle commence en caractérisant les intégrales orbitales stables attachées aux fonctions f dans 1'espace de
Schwartz-Harish-Chandra. Bien que nous ne voulions pas nous perdre dans les détails techniques de la théorie
des groupes réels, il faut néanmoins essayer de comprendre cette caractérisation parce que tous les résultats
ultérieurs de Shelstad reposent dessus. Tout groupe sur C définissant par restriction des scalaires un groupe sur
R, on peut supposer que I est réel.

Si on veut tenir compte des choix de mesures sur T'(F) et G(F) qui définissent 7 (v, f) ou Pt (v, f) on

écrit

(I)T(’Ya f;wTawG)

ou

(I)%F(’Ya f;wTawG) .

Pour chaque sous-groupe de Cartan T'de G sur F et chaque wr et w, on se donne une fonction @7 (7; wr, we)
sur 1'ensemble Treg(F') des éléments réguliers dans 7'(F"), et on se demande s'il existe une fonction f dans

1'espace de Schwartz-Harish-Chandra telle que

br(v;wr,wa) = 7 (v, fiwr,wa)

pour tout T, tout wg, et tout wr.

Il y a une condition évidente et facile a vérifier dans la pratique:

i) si, 3 > 0 alors

g
er(y, awr, fwe) = —@r(y,wr,we)
Il y a une autre condition évidente mais pas si facile a vérifier dans la practique:

ii) sia € A(T), alors

Q7. (v, Wy, we) = Or(y, wr,wa)

Il y a trois sortes de racines de T, les réelles, les complexes, et les purement imaginaires, qui prennent des
valeurs purement imaginaires sur 1'algébre de Lie de T'(F'). Soit I 1'ensemble des racines purement imaginaires
et soit

Treg(F) ={t € T(F) | a(t) # 1sia € I} .

Alors Trleg(F ) 2 Treg(F'). L'espace T'(F) est une réunion finie d'espaces affines réels et on obtient Trleg(F )
en écartant de 7'(F') un nombre fini d'hyperplans. On définit d'une fagon plus ou moins évidente 1'espace
de Schwartz de Trleg(F ). C'est 1'espace des fonctions qui se comportent comme les fonctions de Schwartz

habituelles sauf qu'elles peuvent sauter aux hyperplans a(t) = 1, a € 1.
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Soit

Rr(y) = [[la() - 112 [ = a7 .

eI
agl a0

Pour définir T () il faut choisir un ordre sur les racines de T'. Soit

Yr (v, wr,wa) = Rr(7)@r(v;wr,we)

La troisiéme condition est:

iii) La fonction ¢¥r(v;wr,wg) s' étend en une fonction de Schwartz sur Trleg(F).
Ily enfin une quatriéme condition qui porte sur les sauts mais qui est assez compliquée et je préfere renvoyer a
1'article [29] de Shelstad pour un énoncé précis. La caractérsiation de Shelstad affirme que si toutes ces conditions

sont vérifiées alors il existe une fonction f dans1'espace de Schwartz-Harish-Chandra telle que

Dr(y, wr,wa) = % (v, fiwr,wa)

pout tout 7', tout wr, et tout wg.

Probl éme. Démontrer que si les supports des fonctions Ur(y,wr,wa) sont relativement compacts dans T(F)

alors on peut prendre pour f une fonction a support compact.

Dés que 1' on sait résoudre ce probleme, on peut utiliser les autres résultats de Shelstad pour vérifier que, si
[ est a support compact, alors on peut prendre f a support compact.

Le diagramme D définit un ensemble de racines positives de T’y ou T, celles qui s ' envoient sur les racines
positives de Tg+. Bien que H ne soit pas un sous-groupe de G, les racines positives de Tp; forment un sous-
ensemble des racines positives de T(, parce que les racines de 170 dans ©H sont des racines de “7° dans
LG, soit I s 1'ensemble de racines positives imaginaires de G qui ne sont pas de racines de H, et soit Af, JH

1'ensemble des racines positives de G qui ne sont ni imaginaires ni racines de . Shelstad pose

‘A, D)= [[ a=a(r™) J] R-atr ™l lem)3,

acAt

+
agl G/H

G/H

et elle prend

A(f% D> ¢H) — (_1)q(G7H)5(TGa D)A(')/, Da QZ}H)/A(W? D)

(G H) pour des raisons de convenances qui

Ici (G, H) est un entier bien défini, et elle introduit le facteur (—1)
ne nous concernent pas. Le facteur €(Tq, D) est +1 ou —1 et A(y, D, 1 xr) est un caractere de T'(F").

1l faut choisir les (7, D) et les A(vy, D, ¢) de telle facon que 1'on puisse appliquer la caractérisation des
intégrales orbitales stables sur H(F') aux fonctions définies par les formules (3) et (4). En effet, trois miracles

s'accomplissent, mais pas tout seuls.
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D'abord, bien que les divers termes de la somme

Z /A(%D)“(5>‘I’TJ(W’5;WT~7MG)
I(T/F)

peuvent avoir des singularités sur les hyperplans

a(y) =1 a€lgm,

les singularités se neutralisent dans la somme, de sorte que la condition (iii) se vérifie. Ensuite il s'avére que
pour chaque choix de ¢ on peut trouver, ce qui n'est pas du tout évident, un caractere A(y, D, ¢¥'i) tel que, la
condition de symétrie (ii) soit vérifiée. En le définissant on n'oublie d ' ailleurs pas la formule (3.5).

Il reste & tenir compte de la condition (iv) que nous n'avons pas donnée explicitement. Elle entraine des
relations entre les £(T', D) de deux sous-groupes de Cartan “voisins”. Le troisiéme miracle est que ces relations
sont compatibles, les unes avec les autres.

3. Les corps non archim  édiens

Pour les corps non-archimédiens des résultats généraux n'existent pas. Soit F' un corps non-archimédien.
Prenons pour groupe G le groupe SL(n), n étant un nombre premier impair. Dans ce cas le groupe endoscopique
le plus intéressant est le groupe H des éléments de normes 1 dans E*, E étant une extension cyclique de F' de

degré n. le groupe’ HY est le quotient de

GL(1,C) x ... x GL(1,C) (n fois)
par le groupe GL(1, C') qui y est plongé en diagonale, et 1' application ¢z envoie (1, ..., z,) sur
T
T

Pour étendre ¢y & L' H il n'est pas nécessaire de passer aux L-groupes relatifs au groupe de Weil. On peut
prendre

EH ="H" x Gal(E/F)

et alors ¢y envoie un élément o € Gal(E/F) sur g X ¢ ol g est une matrice de permutation convenable. Pour

étre explicite nous choisissons la classe des données définissant /1 en sorte que

1

ol )\ est une racine n-iéme primitive de 1' unité.
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On a Ty = H et un diagramme D n'est pas autre chose qu'un plongement de H dans G sur F. Avant
de définir les facteurs A(yg, D, ¢ ), nous demandons quelle est la relation entre les intégrales 2 (va, f) et
K / z . L2 f . . sz N
@4, , (7, f) attachées aux deux diagrammes différents. C'est une question qui se pose en général et a laquelle
on peut répondre sans difficulté. Soient D et D’ les deux diagrammes.

On a un diagramme commutatif

T T

v’ Ty T
V\
v Ty Toe

Ty — T I

G
/
T

G

L'élément w est dans le groupe de Weyl absolu de Ty dans H, et donc dans le groupe de Weyl absolu de Tg-
dans G*. L'homomorphisme 1 est défini par un élément a € A(T'/F). Il est clair que a définit une application
de K(T/F) sur R(T"/F), et que k' = K® si k et k' sont les éléments de R(T'/ F) et R(T’/F) définis par s. Donc,
ona

5, (Ve f) = O (8, f)

Mais si a représente ¢ dans ¥(7'/F) alors x(0) est défini et on a le lemme suivant (voir Prop. 4.1 de [30]).

Lemme 3.1: Sia € A(T/F) représente 6 € 9(T/F) et k € R(T/F) alors
5 (7, f) = w(8) (v, f) -

L'application g — ag nous donne une bijection de A(T*/F) sur A(T/F) et du 9(T*/F) sur ¥(T/F) que
nous notons € — de. On a alors:
5, )= Y K(E)Pr-(v,f)
(T /F)

= > H(0e)Pra- (v, f)

(T /F)

= /{(5) Z Ha(E)cI)TGE (,yas, f)

9(Ta /F)
parce que

o(ah)h ta™! = (o(a)a™Halo(h)h  )a™"

de sorte que

k(6e) = k(9)K"(g) .
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Il résulte du lemme que si T' = T et si a est défini par les deux diagrammes D et D’, alors
A(V}l{a D/v ¢H) = H(é)A(7H7 D, ¢H) :

En général ces équations sont des conditions de compatibilité. Mais quand H est un tore, elles ont pour
conséquence qu'il ne faut définir A(yy, D, o) que pour un seul D, ¢' est-a-dire pour un seul plongement de H
dans G.

Revenant au groupe G = SL(n) et au groupe endoscopique H, nous fixons un plongement de H dans G et
une diagonalisation de H. Soient 71, . . ., 7y, les valeurs propres de v € H relatives a cette diagonalisation. Nous

prenons

Ay, D, ¢u) = H|%‘ =%l -

i<j
II s'agit donc de vérifier que

s'étend a 1'ensemble T'(F’) en une fonction lisse. Ici 7" est 1" image de H dans G, et on écrit vy = yg = 7y, osant
oublier les conventions strictes en identifiant [ et T'.

Vu 1'arbitraire dans le choix du plongement H < G, un choix canonique des A(~y, D, ¢ ) n'existe pas
en général. Le mieux qu'on puisse espérers est que quand on passe au cas global on puisse choisir les facteurs
locaux d ' une facon compatible en sorte que leur produit soit canonique. Nous reviendrons sur ce probléme. Il
se rencontre déja pour SL(2).

Soit G' le groupe GL(n) et soit T le tore dans G qui contient . Donc T(F) ~ E*. Si g € GL(F) on peut
écrire g = tg; ot € T(F) et g1 € SL(n, F). 1l est évident que g; € 2A(T/F) parce que

g1 'tgr = g g, teT(F),.
On obtient alors une application G(F) — 9(T) = &(T)) qui définit en fait une bijection
Nm E\F* ~ T(F\GL(n, F)/SL(n, F) — 0(T) = £(T) = H'(F,T) ,

parce que G est simplement connexe. Donc le caractére de &(T') donné par & définit aussi un caractére « de G(F)

oude IF'*. Avec des choix convenables des mesures, on a

5(vy, f) = / F97 vg)k(g)dyg .

T(F)\G(F)

Le groupe G(F) agit sur G(F) et on pose
fo(k) = flgzg™")
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Il est évident que

(3.6) O7(7, f9) = k(9) @7 (7, f) -

] ' esquisse maintenant une preuve que f () s'étend a T(F') en fonction lisse, ¢ ' est-a-dire localement constante.

1l suffit de considérer un voisinage de 1'identité. On peut développer ®4.(7, f9) en somme de germes (J.
Shalika, A theorem on semi-simple p-adic groups, Ann. of Math. 96 (1972)). L'équation (3.6) entraine que seuls
les germes attachés aux éléments unipotents réguliers apparaissent. On se débrouille alors en observant que
1'application de G sur 1'espace vectoriel de dimension n — 1 donnée par les fonctions symétriques des valeurs
propres est lisse aux éléments réguliers et en faisant le calcul de quelques déterminants.

Mais, méme apres avoir vérifié que les facteurs de transfert existent, il reste a vérifier ce que j'appelle le
lemme fondamental, qui affirme que pour des G, H et ¢ 5y non ramifiés on a f +— c¢;(f).

Ici, le groupe H est non ramifié si et seulement si 1' extension E/F est non-ramifiée. Le groupe H(F') est
alors compact et 1'algébre de Hecke J{ z est isomorphe a C. Si on prend la fonction f; a valeur constante (mesure
H )*104 alors sa transformée de Satake fl est la fonction sur L HC x ® a valeur constante a. Ici ® est un élément
de Frobenius.

Si h est dans “ HO, alors or(h x ®) =g x ®,ougestle produit d ' une matrice diagonale et d ' une matrice

de permutation, la permutation étant cyclique d ' ordre n. Donc g est conjugué a un multiple de

1

An—l

ol \ est une racine n-iéme primitive de 1' unité.
L'algebre de Hecke H¢ est isomorphe a une algebre de fonctions sur PGL(n, C). Selon les définitions,

1'application ¢7}; envoie la fonction f € Hg sur la fonction f; € Hg telle que

fi(h) = (mesure H) ™" f(go)

Le lemme fondamental s ' énonce alors:
Soient donnés le groupe H non-ramifié et un plongement non-ramifié ¢ de H dans G. Il existe une constante

c telle que, pour toute fonction f € Heq,

(I)g"(r% f) = CA(FY?Da ¢H)71f(g0)

Kottwitz 1'a démontré pour n = 3. Il utilise 1'immeuble de Bruhat-Tits attaché a G. Pour n = 3 la constante c
est le produit d ' une racine cubique de 1 ' unité et de (mesure H)~!. La racine de 1 ' unité est 1 si T'(F) est contenu

dans le sous-groupe compact maximal de G(F') définissant He.
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Pou le groupe unitaire spécial a trois variables et ses formes intérieures on n'a pas encore vérifié 1' existence
des ff. Mais il y a un résultat de Rogawski qui est intéressant a cet égard ([24], [25]). Lui aussi utilise les
immeubles.

Soit F' un corps local a caractéristique résiduelle impaire et soit /2 une extension quadratique non ramifiée
de F'. On prend pour G le groupe unitaire spécial quasi-déployé attaché a £; c'est donc le groupe défini par la
forme

(T1,T2,73) ~1 T
1 T3
ol la barre dénote la conjugaison dans E relative a I’. Nous avons déja vu que le groupe unitaire déployé a deux
variables H est un groupe endoscopique pour G.
Bien que les groupes endoscopiques ne soient pas en général des sous-groupes des groupes auxquels ils sont

attachés, cet H-ci se plonge dans G, donnant le sous-groupe

*x O *

0
*
0

* O %

Soit Gal(E/F) = {1, 0} etsoit a le cocycle de Gal(E/F) dans H(F') défini par a1 = 1,

1

Il est trivial, et il existe alors un h € H(E) tel que
ag = ho(h™1) .
Si A est le groupe des matrices diagonales, le groupe
T =h""Ah= A"

est défini sur F et T'(F') est compact. Ce groupe est contenu dans H et dans G.

Sionprend Ty = T'il y a un diagramme D évident. Ona G = G* eton prend T+ = Te = T et ¢rg 1,
égal a 1'identité. De plus on prend Ty = T = Aetv = n = ad h~!. Nous rappelons que D nous définit un
élément x dans R(T/F).

Si

’y:

* O ¥

0
)
0

* O ¥

est dans T'(F) soit 2 la valeur propre § et soient y; et v3 les deux autres valeurs propres.
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On pose:
2 (L/2
Au(y) = ‘7(% 15)
Y173

Ac(y) = (71 — 72) (33 — 72) [ AH(7)

W(V) = w1((71 - 72)(73 - 72)) )

F

oll w; est le caractére quadratique non-ramifié de £*.
Soit fo 1'unité dans 1'algébre de Hecke H¢ et fI7 1'unité dans 1'algébre de Hecke ;. Alors Rogawski a
démontré le théoréme suivant.

Pour tout v régulier dans T(F) on a

wNANPF (7, Jo) = Au(MPT (1, fo') -
On est porté a croire que pour ¢ non-ramifié:

A(7,D,é1) = w()|(71 — 72) (33 — 12) |1
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IV. Les L-Paquets

Bien que le but de ces notes soit de donner une esquisse de la maniére dont on commence a stabiliser la
formule des traces et non d ' entamer la vérification des résultats locaux, il me semble quand méme utile de donner
un apercu des résultats déja acquis sur la structure des L-paquets. Sauf pour les résultats de Shelstad pour les
groupes réels, qui ont la vertu de mettre au jour les liens entre cette structure et les groupes endoscopiques, les
théoremes déja vérifiés sont tres sporadiques, et leurs auteurs ne cherchent pas toujours a les encadrer dans une
philosophie générale, ce qui a des avantages évidents mais aussi des inconvénients. Je me restreins aux résultats

locaux, les théorémes globaux n' étant vérifiés que pour SL(2). Ceux-ci ont été exposés dans [33].

1. Les Groupes R éels

Commengons avec les groupes réels, renvoyant le lecteur au papier [32] pour les démonstrations. Shelstad
n'y considere que les L-paquets tempérés, la structure des L-paquets non-tempérés restant tout-a-fait obscure.
On ne sait méme pas leur attacher des distributions stablement invariantes, bien que ce soit la un probleme qui
pourrait s'avérer important pour 1'étude des variétés de Shimura.

En général, pour un groupe réel un L-paquet de représentations de G(R) est attaché a un homomorphisme

¢ du groupe de Weil W, dans “G tel que le diagramme
group C/R q &

WeoR ¢ | Ig

AN /
We /R

est commutatif etles ¢(1) sont semi-simples. Un tel homomorphisme est dit admissible, et on dénote le L-paquet
II4. C'est toujours un ensemble fini et s'il contient une représentation tempérée alors il ne contient que des
représentations tempérées. Le L-paquet I14 est tempéré si et seulement sil'image d ' un ensemble compact dans
We /R par ¢ est relativement compact dans La.

Soit I tempéré. On est amené, en grande partie par les résultats de Knapp-Zuckermann, a attacher quelques
groupes a ¢: le centralisateur Sy de ¢(W) dans 'G; sa composante connexe Sg; le centralisateur Z" de *G

dans “GY, et le quotient

8y =Sy/2" 5

C'est un groupe abélien dans lequel le carré de chaque élément est 1. Nous verrons plus tard que pour les corps
p-adiques ce groupe 84 n'est pas toujours abélien, ce qui entraine des conséquences frappantes.

Deux homomorphismes admissibles ¢ et ¢’ dans W /R dans G sont dits équivalents s'il existe g € Lgo
tel que ¢’ = adg o ¢, le L-paquet Il est plutot attaché a la classe de ¢. On le note Il;4y. Si on remplace ¢

1

par ¢ alors on remplace Sy par gSsg~" et Sg par gS;g_l. Donc les deux groupes Sy et 84 sont isomorphes
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et a isomorphisme intérieur pres, 1'isomorphisme est unique. Pour le corps réel ou le corps complexe ils sont
abéliens et par conséquent canoniquement isomorphes. Nous attacherons quand méme en général un groupe
8ty = 8y alaclasse {¢}, et en tant qu'il ne s'agit que de classes de conjugaison dans §;4} nous pourrons le
faire impunément.

Pour le corps réel (et donc le corps complexe aussi) Shelstad attache a chaque élément 7 de I1; 4, une fonction

complexe ¢ — (r, ) sur 814}~ Ces fonctions vérifient deux conditions importantes:

(i) Lavaleur (r, 7) ne dépend que de la classe de conjugaison de ¢ dans 84 (Je souligne cette condition bien

qu'elle ne dise rien pour le corps réel).

(ii) L'ensemble des fonctions ( -, 7) est linéairement indépendant. Il y a une autre condition que je ne

souligne pas bien qu 'elle soit assez pénible a établir.

(iii) La fonction g +— (z,7) est un caractére de S}

L'ensemble des fonctions ( -, ) ne donne pas toujours une base des fonctions sur 8,3, mais il résulte de (ii) que

1'ensemble de fonctions

{Z (&, 7) Xx | x68¢},

melly

Xr étant le caractére de 7, engendre le méme espace de fonctions sur G(F') que 1'ensemble

{x~ |€ s}

Nous allons voir que cela permet de ramener 1' étude des caracteres tempérés a 1'étude des caracteres tempérés

stablement invariants, qui sont pour les groupes réels les sommes

Z Xn = Z <177T>X7r .
LSEY m€lly
Soit donné un ensembley = {s, “H®, L BY, LTH} {v4+}, p) de données endoscopiques et un L-plongement
Y H — LG qui étend le plongement LH® < GO, On suppose que s est contenu dans le centre de ' H.
Supposons enfin que 1'on a choisi les fonctions A(7, ¢gr, D) selon la prescription de Shelstad de sorte que les
fonctions f existent. Soit ¢’ We /R~ LH un homomorphisme admissible et soit ¢ = ¢y o ¢'. L'élément
s = ¢p(s) est contenu dans Sy et définit alors un élément ¢ dans 84, son image.

La somme

®:X¢’: Z X

TI'EHQy

est une distribution stablement invariante et on peut définir la distribution © sur G(F) par 1'équation

% (f) = oM
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Theoreme [32]: II existe une constante c({A}, ¢') telle que

0% = c({a}¢) Y (e ) xn -

melly

C'est ce résultat qui nous permet de ramener 1'étude des caractéres tempérés sur G(F') a 1'étude des
caractéres tempérés stablement invariants sur les groupes endoscopiques attachés a G. Il y a seulement & vérifier
que chaque classe {r} dans 84, provient de données endoscopiques.

Si ¢ est donné et si s est contenu dans Sy, alors s définit L' H, dans lequel on peut choisir “BY; et LT,.
On choisit aussi les Yov. Si w € W R alors #(w) normalise ©“HO et il existe a(w) € YHY tel que a(w)gp(w)
normalise ©“ BY,, L'TY et fixe 1' ensemble des Y, v . Soit p(w) 1'automorphisme de - H° donné par a(w)¢(w). Il ne
dépend que de 1'image de w dans le groupe de Galois. Donc ¢ et s définissent un ensemble complet de données
endoscopiques.

Le fonctions ¢ — (r, 7) ne sont pas canoniquement définies, et ne peuvent pas 1' étre. Néanmoins la nature
des choix qu'il faut faire pour les définir reste obscure et le restera je suppose tant que ' on ne saura pas les définir

pour les corps p-adiques. Nous y passons maintenant, mais seulement pour indiquer quelques problémes.

2. Les groupes non archim édiens

On espere que 1' on peut classifier les L-paquets pour un corps non archimédien en utilisant le produit direct
W= SL(2,C) x Wg ,
W étant le groupe de Weil
Wp =lm Wk, [K: F] <

On voudrait attacher a chaque homomorhisme ¢ de W dans le groupe “G qui vérifie les conditions suivantes un

L-paquet de représentations de G(F):

1) ¢ se factorise par un groupe
SL(2,C) x Wk/p, [K: F] <00

2) ¢ est analytique sur SL(2, C) et continu sur W p;

3) le diagramme

w La

N /

Wk r

est commutatif;

4) les images ¢(w) des w € Wi sont semi-simples;
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5) sil'image de W est contenue dans un sous-groupe parabolique © P de G, alors © P reléeve de G (voir [4]

ou [15]).

On définit S; comme le centralisateur de ¢(W) dans G?, et on pose encore
S8 = Sy/Z WSdO) .

On voudrait encore attacher a chaque élément 7 de Il 4} une fonction centrale sur 8, en sorte que les conditions
(i) et (ii) soient vérifiées. On voudrait aussi établir que:
(iv) silly est tempéré alors

Z (1, m) Xx = X¢

melly

est stablement invariant;

(v) si-y est un ensemble de données endoscopiques, si ¢’ est un homomorhisme admissible et tempéré de

W dans “H, si ¢ = ¢y o ¢/, etsi © = x4, alors

0% = c({A}d) 3 (67 v -

melly

O étant comme avant.

Pour le groupe G'L(n) les groupes 84} se réduisent toujours a {1} parce que le centralisateur d'un sous-
groupe réductif de GL(n, C) est toujours connexe. De plus on pense que les L-paquets ne contiennent qu ' un
seul élément et chaque distribution inariante est déja stablement invariante. Donc si on prend (1,7) = 1 les
conditions (i), (ii) et (iv) sont vérifiées, et les groupes endoscopiques étant les sous-groupes de Levi des sous-
groupes paraboliques, la condition (v) se réduit a la formule bien connue pour le caractére des représentations
induites. Pourtant pour avoir une théorie conséquente il faut savoir que les représentations induites tempérées
sont irréductibles, ce qui est connu (voir Bernstein-Zelevinsky [2]).

Pour le groupe G = SL(n) les groupes 84} ne sont pas toujours triviaux. On prend “G = PGL(n,C). Si
¢ est donné, et si s € Sy on reléve s et chaque élément ¢(w) dans 1'image de W a des éléments 3 et ¢(w) dans
GL(n,C) eton pose

(s,w) = 33(w)5 " $lw) ™" .
C'est une racine n-iéme de 1'unité qui est 1 pour w € SL(2,C). Donc w — (s, w) est un homomorphisme

continu de W, et par conséquent de F'*, dans C* et on obtient un plongement
84 — Hom(F*,C*) .

Sil'ensemblelly est en quelque sorte un dual de 84, on s ' attendrait a pouvoir le représenter comme quotient

de F'*. Mais le groupe GL(n, F') agit sur les classes de représentations de SL(n, F'). On pose

7"(g) = n(hgh™), h€GL(n,F), g SL(n,F).
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Le centralisateur de la classe 7 sera noté GG ;. Soit
U ={deth | h e Gr}

Si on suppose que le L-paquet IT contenant 7 est1'ensemble {7" | h € GL(n, F)}, on obtient une bijection entre
[ et F* /U en envoyant 7" sur det h.

Si on observe que cette bijection dépend du choix de 7 dans II on trouve une autre raison pour que la fonction
(r, ) attachée a m ne puisse pas étre définie d ' une fagon unique.

On a donc deux points de vue a1'égard des L-paquets pour SL(n, F'). On peut les étudier d ' une maniére
concrete en passant & GL(n, F), ou, si on est toqué des L-groupes, on peut essayer de partir du cadre général des
groupes W4, Gelbart et Knapp ont su faire le lien entre les deux ([5], [6]), au moins pour les représentations de
la série principale.

Pour cela il fait introduire le R-groupe qui a été introduit avant le groupe 84} et qui le précede dans 1' ordre
temporel comme dans 1'ordre alphabétique. Son role est semblable a celui de §, mais il est dual non pas de
1'ensemble de toutes les représentations dans un L-paquet mais seulement a celles qui sont contenues dans une
représentation induite donnée. Donc il devrait étre un quotient de groupe 8}, ne coincidant pas avec lui sauf
pour les L-paquets déduits d ' une représentation induite d ' un sous-groupe de Borel, parce que le sous-groupe
de Levi est alors un groupe abélien avec des L-paquets réduits a un seul élément. C'est ce qui se passe pour les
groupes réels.

Pour les groupes p-adiques le R-groupe n'est défini jusqu'a présent que pour les groupes de Chevalley.
Nous allons vérifier, ce qui est d 'ailleurs facile, qu'il coincide avec le groupe 8}, et puis nous allons examiner
les résultats de C. D. Keys ([9]) pour voir s'ils confirment nos hypothéses.

Prenons G un groupe déployé simplement connexe de sorte que “G? est un groupe adjoint. Pour notre
objectif il suffit de prendre le L-groupe relatif a F, et alors “G = L'GY. Pour le L-homomorphisme nous prenons
un homomorphisme continu ¢ de Wy, = F'* dans Lo,

On fixe dans G un sous-groupe de Borel B et un sous-groupe de Cartan 71" dans B les deux étant définis sur
F. Donc les poids de ZT° sont les co-poids de 7. Si a € F* etsi A est un poids de LT, soit a* 1'élément de
T(F) tel que j1(a*) = a’*» pour chaque poids de T'. Ces éléments engendrent 7'(F). Soit &) le caractére de F'*

défini par 1' équation

On vérifie facilement qu'il existe un caractére unique £; de T'(F) tel que

o(a*) = &(a)

Comme d ' habitude, on étend &4 en un caractere de B(F'), et on forme la représentation induite

ps = Ind(G(F), &) ,
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utilisant le décalage habituel en sorte que py est unitaire quand &g 1' est, comme on le suppose désormais. Alors
les éléments du L-paquet I, attaché a ¢ sont les composantes irréductibles de pg.

La composante connexe de Sg de Sy, le centralisateur de ¢(F*), est évidemment le groupe engendré par
LT0 etles sous-groupes a un parametre attaché aux racines a” telle que {,v = 1, ce qui est équivalental'équation
§¢(ao‘v) = 1. Soit Ay 1'ensemble de racines positives simples relatives a Sg N LB et soit R 1'ensemble des

éléments r € Sy tels que

@) adr(ET0) = LT,

(i) adr(Sy N+ BY) = Sy N "B,
(i) adr(xav) = Xrav sia’ € Ay.

11 est évident que S est le produit semi-direct de Sg et de R et que le groupe R est le groupe défini par Keys.
Donc 84 ~ R, le groupe Z" étant trivial.
Le caractere x,, de py se calcule facilement et on voit immédiatement qu 'il est stablement invariant. On est

alors porté & définir le caractere du L-paquet II; comme

Xp = Xpg -

On al'égalité

Xo = Z <1v7r>X7r )

n€lly
ot (1, 7y est la multiplicité avec laquelle 7 intervient dans p.
Ce sont Knapp et Zuckerman qui ont cherché expres un caractere ¢ pour lequel le groupe R n'est pas abélien
[10]. Donnons leur exemple qui fait beaucoup réver.
Soit G le groupe simplement connexe du type D, et soit F' un corps a caracteristique résiduelle impaire. Le
groupe “G est donc SO(8,C)/{=£1}. Il y a trois caracteres de F'* d'ordre 2, 1, p2, j13. Posons
()

p2(a)
ps(a)

On vérifie d 'abord que Sg = LT9, le groupe des matrices diagonales. Le groupe R = 8, s'identifie a un

sous-groupe du groupe de Weyl, et le groupe de Weyl est le groupe des applications

(71, 2,73, 24) —— (£25(1), £265(2), £26(3), £T0()) »
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o étant une permutation et le nombre de changements de signe étant pair. Les caractéres ;. étant d ' ordre deux,
chaque application

(w1, 22,23, 24) — (£x1, 20, £23, F14)

est dans R.
Les seules permutations dans R sont (12)(34), (13)(24), et (14)(23), parce que
p(a)p(a)

p2(a)p(a)
p3(a)u(a)

estégala ¢(a) sip € {1, o, s, 1}, et {uap, pop, psp, o} est une permutation de {1, po, ps, 1}

Donc R est un groupe non-abélien d'ordre 32, avec 16 représentations irréductibles de degré 1 et une
représentation irréductible de degré 4. D'autre part II, contient 17 représentations et 16 des nombres (1, )
sont égaux a 1 tandis qu'un est égal a 4. Les éléments du L-paquet sont paramétrisés par les représentations
irréductibles du grupe R, et les nombres (1,7) sont égaux aux dimensions de ces représentations, ce qui est
vraiment émerveillant.

Keys a étudié le cas général et a vérifié que le phénomene découvert par Knapp-Zuckermann se rencontre
toujours. Le nombre des composantes irréductibles de py est le nombre des représentations irréductibles du
groupe fini R, et les multiplicités (1, 7) avec lesquelles elles interviennent dans p, sont égales aux degrés des
représentations irréductibles de R.

Les seuls groupes pour lesquels F' n'est pas abélien sont les groupes de types D,, ou F7, Eg. Les résultats

pour les groupes de type Eg, E7, Eg ne se trouvent pas dans la these de Keys, mais il sait les traiter aussi.
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V. Quelques Probl émes Globaux

Avant de passer a la stabilisation de la formule des traces je voudrais dire quelques mots sur les problémes les
plus immeédiats & résoudre. Pour le groupe SL(3) et les formes tordues de SU(3) il s'agit d 'abord de vérifier le
principe de fonctorialité pour les plongements ¢p: “H — LG et par suite d' obtenir des résultats sur L-paquets
locaux analogues a ceux de Shelstad.

On constate pourtant que pour SL(3), le principe de fonctorialité pour le plongement défini pour le groupe
des éléments de normes 1 dans £, E étant une extension cyclique de degré 3, a été déja établi par Piatetski-
Shapiro (voir H. Jacquet, I. I. Piatetski-Shapiro, J. Shalika Automorphic forms on GLs, II, Ann. of Math., v. 109
(1979)). Donc dans ce cas les résultats nouveaux seront les résultats locaux.

Le groupe U(2) quasi-déployé se trouve parmi les groupes endoscopiques attachés a une forme tordue G
de SU(3). Si cette forme tordue est elle-méme un groupe unitaire on peut établir une partie du principe de
fonctorialité en utilisant la représentation de Weil (voir 1' article [12] de Kudla).

En géneral la forme quasi-déployée G* de SU(3) se trouve parmi les groupes endoscopiques attachés a G.
Donc la formule des traces stables rameéne 1' étude des représentations automorphes de G(A) & celle des groupes
de dimension plus basse et a celle des représentations automorphes de G*(A).

Je ne vois qu ' un seul moyen d' étudier la partie stable de la formule des traces pour G*(A). Si G* est défini
par rapport al'extension quadratique E' de F'il faut vérifier quel' on peut changer la base de F'a I/, G* devenant
G1 = SL(3)/FE et puis exploiter, tant que 1'on peut, les résultats connus pour SL(3). Quelques des résultats
locaux nécessaire sont déja acquis et diis a Kottwitz, mais on aura besoin d ' une formule tordue des traces pour
G quin'est pas une conséquence immédiate de la formule d' Arthur. De plus, les formules tordues doivent étre
stabilisées.

Il'y aura aussi des théoremes a vérifier qui ne sont pas des conséquences formelles du principe de fonctorialité.
Ce sont les variétés de Shimura qui nous ont poussé a étudier la L-indiscernabilité. Pour en avoir, passons a
la forme projective de G. Le L-groupe devient SL(3,C) x Gal(E/F), et pour éviter des explications a présent
inutiles, je vais supposer que F est Q et que E est imaginaire. Soit py le plongement de “G° = SL(3, C) dans

GL(3,C). C'est une représentation de dimension 3. Nous posons
p= IHd(LG, LGO) PO) .

Commej'ai expliqué dans mon exposé [17], on pense que la fonciton zéta d ' une variété de Shimura attachée a G
est le produit de puissances des facteurs des fonctions L (s - g, m, p) et une des raisons d 'introduire les groupes
endoscopiques est de donner une égalité précise qu'on essayera de vérifier ensuite par d'autres moyens. En
particulier, on utilisera les groupes endoscopiques pour factoriser les fonctions L(s, 7, p).

Supposons le quotient G(Q)\G(A) compact mais le groupe G déployé sur R. La variété de Shimura est

alors de dimension 2, et les représentations qui me troublent le plus sont celles qui donnent de la cohomologie
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dans les degrés 1 et 3. Si m = ®m, est une telle représentation, alors selon les résultats qui se trouvent dans le
livre de Borel-Wallach, il y a deux possibilités pour 7.

Considérons les deux homomorphismes ¢*, ¢ de Wy /R dans L@ définis par

z
¢1:zr—> 271z X z zeC*
=1
z
d%: 2 —> 2zt X z zeC*
51
_ —1
o — 1 X o i=12.
i
On prend pour W R le groupe engendré par C* et o avec 02 = —1. Suivant la classification des

représentations des groupes réels, les L-paquets I11 et II,2 ne contiennent qu'un élément: Soient ' € I et
72 € Il2. s sont les deux possibilités pour To. Bien qu'on pense que X,: et .2 se trouvent dans la partie
stable de la formule des traces, elles ne sont pas stables. Donc il ne faut pas attendre a déméler la formule des
traces stable sans peine.

Mais 7! et 72 donnent une partie de dimension un de la cohomologie dans les degrés 1 et 3. En somme
une partie de dimension deux de la cohomologie totale. Donc il ne semble pas étre possible que les fonctions
L(s —d,m", p), qui sont des produits eulérients de degré 6 sur Q ou de degré 3 sur E, apparaissent elles-méme
dans le produit donnant la fonction zéta. Il faut plutot trouver des facteurs de degré 2 sur F, la variété de
Shimura étant définie sur E. Elles seront selon toute probabilité des facteurs de L(s — d, 7%, p), moyennant des
modifications a un nombre fini de places.

On constate ensuite que méme ces facteurs de degré 2 sur F doivent se factoriser, parce que les * donnent de
la cohomologie dans les deux dimensions 1 et 3, et la fonction zéta elle-méme se factorise au moyen des fonctions

! ou 72, il semble que L(s, , p)

L attachées a la cohomologie dans chaque dimension. Donc si 7, est égale a
sera le produit de trois facteurs eulériens de degré 1. Mais si 7 reléve a la représentation 7’ de PGL(3, Ag) alors
L(s,m,p) = L(s,n’) si L(s,7’) est la fonction L standard de Godement-Jacquet. Donc on est porté & croire que
7’ sera une représentation eisensteinienne provenant d 'un sous-groupe de Borel de PGL(3), et ¢'est cela qu'il
s'agit de vérifier, ce qui suggérera que la variété de Picard de la variété de Shimura est de type C'M.

Le représentations de G ou plutoét de G* qui se relévent en des représentations eisensteiniennes doivent se

manifester assez clairement pendant la démonstration de la possibilité d'un changement de base. Mais il est

difficile de prévoir si les résultats de Jacquet-Shalika nous permettront d'établir que si le relevement de 7 est

1 2

cuspidal alors 7 n'est ni 7 ni 7°.
Il y a un autre probléme que Rapoport m'a signalé. Bien qu'il 1'ait résolu par des méthodes géométrique

[28] on voudrait trouver une solution dans le cadre des représentations automorphes. On suppose que le groupe
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G est défini par un corps non-commutatif M de dimension 3 sur E et par une involution de M. Donc G n'est
pas un groupe unitaire sur Q bien qu'il le soit sur R. On se demande, pour des raisons qui ne nous concernent
pas a présent, si dans ce cas-ci il n'y a aucune représentation automorphe 7 de G(A) pour laquelle 7o est 7' ou
72, Donc on se demande si la variété de Picard est triviale. Si on a résolu le probléme pour G* posé ci-dessus on
pourra globalement résoudre celui pour G en tenant compte de la forme de 1' application locale f — .

Enfin on voudra passerad ' autres groupes, surtout au groupe symplectique a quatre variables, mais personne
n'a aboré ce groupe du coté de la formule des traces. Son L-groupe est le groupe projectif symplectique sur C qui
se plonge dans PGL(4, C), le L-groupe de SL(4). Pour obtenir des bons résultats sur le groupe symplectique et
d'autres groupes avec le méme groupe adjoint il faudra probablement vérifier le principe de fonctorialité pour ce
plongement, ce qui se fera peut-étre au moyen d ' une formule des traces tordues pour 1' automorphisme extérieur

A —'A71 de SL(4). Je ne suis pas siir, et je ne sais méme pas si cela est pour le proche avenir.
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Supposons que nous ayons un diagramme
P’Tc T (D)

En remplacant T¢; par T+, ¥y, 1, par 1'ientité, et ) par 7, on obtient le diagramme D, pour le groupe G*.
Supposons de plus que les deux facteurs de transfert A(ygr, D, ¢ ) et A(vr, Dy, ¢rr) soient définis. Les résultats

de Shelstad suggerent que le quotient
A(’YI{ ) D ) ¢H )

A(’YHvD*vqu)

sera une constante qui dépend de D et peut-étre de ¢ y mais pas de yg. Vule facteur arbitraire dans A (g, D, ¢ )
cette constante ne se laisse pas prédire.

Mais si on a deux diagrammes D et D’ avec le méme H et si on définit ¢(D’, D) par

A(’Y}{;D/7¢H) A(’YHaDang)
Ay D dnr) A(va, Dy, dm)

alors ¢(D’, D), qu'on suppose indépendant de vy et v}, ne dépend pas de ce facteur arbitraire, et le probléme

(6.1) =c¢(D', D)

de le trouver explicitement se pose.

Dans ce chapitre nous définissons pour n'importe quel corps local de caracteristique zéro un invariant
¢(D’, D) attaché aux diagrammes D et D’. Pour le corps réel et le corps complexe nous vérifions a 1'aide des
résultats de Shelstad que 1'égalité (6.1) est satisfaite. Il nous faudra pourtant dans la suite supposer qu'elle est
vérifiée en général.

Nous commengons en rappelant des théorthes de Poitou-Tate dont nous aurons besoin. Comme dans les

notes polycopiées de Lang ([14]) nous les déduisons de la dualité de Tate-Nakayama.

1. Rappel des r ésultats locaux de Poitou-Tate
Soit F' un corps local de caractéristique zéro et soit U un module galoisien fini sur /', donc un Gal(F/F)-

module. Le module U étant donné on construit

U = Hom(U, Q/Z)

et

A(F) = Hom(U, F¥)

qui sont tous les deux des modules galoisiens finis, et A(F') est1'ensemble des points géométriques sur F' d'un

groupe multiplicatif A sur F.
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Nous fixons un entier positif n tel que 1' ordre de chaque élément de U divise n. Alors
U = Hom(U,n"'Z/Z) = Hom(u, Z/nZ) .

Si K C K’ sont deux extensions galoisiennes de F' dans F et si Gal(F'/K ) opére trivialement sur U alors on
a un plongement

HYGal(K/F),U) - H Y(Gal(K'/F),U) ,

et

H™Y(U) =lim H™}(Gal(K/F),U)

est le quotient de U par le sous-groupe engendré par
{ou —u|lo € Gal(F/F),uc U} .

Si on suppose encore, et on le suppose toujours, que K est suffisamment grand pour que Gal(F'/K) agisse

trivialement alors on a

A(K) = Hom(U, K) .

L'inflation donne des homomorphismes
H?*(Gal(G/F),A(K)) — H*(Gal(K'/F), A(K")) ,

et nous posons

H*(A(F)) = lim H2(Gal(K/F), A(K)) .
K
Le premier résultat dont nous aurons besoin est le suivant.

Lemme 6.1: [l existe pour chaque U un isomoprhisme
HY(U) — H*(A(F))

et ces isomoprhismes sont fonctoriels relatifs a U.

Avant de la vérifier nous donnons 1'énoncé d'un deuxieme lemme dont nous aurons besoin. Le groupe

H'(A(F)) = lim H*(Gal(K/F), A(K))

= lim
—
K
est défini aussi comme limite directe, mais pour un corps local de caractéristique zéro cette suite se stabilise.

Si (A(F) = A(F) cela est évident parce que

HY(Gal(K/F), A(K)) = Hom(Gal(K/F), A(F)) ,
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et le corps F' n'a qu'un nombre fini d'extensions abéliennes d'un degré donné. Pour le vérifier en général on
choisit une extension galoisienne finie L telle que A(F) = A(L), et on utilise le diagramme a lignes et colonnes

exactes ([26], p. 125):

1 — HYGal(L/F),A(L)) — H'Gal(K/F),A(K)) — HYGal(K/L), A(K))

1 — HYGal(L/F),A(L)) — HYGal(K'/F)),A(K') — HYGal(K'/L),A(K'))

HY(Gal(K'/K),A(K")) = HYGal(K'/K),A(K"))

II's'agit bien stir d ' un diagramme compliqué qui se réduit & un calcul simple. De toute facon sil' on a une classe o
dans H'(Gal(K'/F), A(K")) et si son mage 3 dans H'(Gal(K'/L), A(K')) provient de H!(Gal(K/L), A(K)),
alors 1'image de 3 et donc de o dans H!(Gal(K'/K), A(K')) est zéro. On conclut que o provient de
H'(Gal(K/F), A(K)).

On a aussi des homomoprhismes surjectifs
H2(Gal(K'/F),U) — H™*(Gal(K/F),U)

Si {A\s |0’ € Gal(K'/F)} est un cycle, on1'envoie sur {\,|o € Gal(K/F)}, ou

Ao =D Aot .

ol —o

Puisque la condition imposée sur un cycle est
~1
S =3
o2 o

on vérifie sans peine que 1' homomorphisme est surjectif. On choisit pour tout o une image inverse & et si {\, }

est donné on pose \s = A5 sio’ — o eto’ =G mais \,» = 0sio’ — o eto’ # &. Nous posons

H72(U) =lim H*(Gal(K/F),U) .

C'est aussi une suite qui se stabilise.

Cela se vérifie en trois étapes. On observe d'abord que la suite

H?(Gal(K'/K),U) — H™*(Gal(K'/F),U) — H?(Gal(K/F),U) — 0
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est exacte méme si 1'action de Gal(K'/K) sur U n'est pas triviale. Il s'agit en effet d'un fait bien connu. Si

1'image de {\,} est zéro on peut supposer que

Z)\U/:O

o' —o

pour chaque 0. Un bord est de la forme

for = > T Mg+ ot = frt 1o
T€Gal(K'/F)

Si o # 1etsio’ estdonné soit o’ = dp, p € Gal(K'/K). Si pir, r,(0') = 0sauf pour ; = G, 72 = petsi
Us,p = Ao alors son bord est zéro sauf a p, & et o’, ot il prend respectivement les valeurs 7o, Agr, €t — Ao,
ou,sip=1,6"1\, et0. On conclut qu'on peut supposer que \,» = 0si o # 1, c'est-a-dire que {\, } provient
de H=2(Gal(K'/K),U).

Pour vérifier que la suite se stabilise quand 1' action de Gal(F'/ F) est triviale on peut supposer que U = Z/mZ
de sorte que

H™2(Gal(K/F),U) = Gal(K/F)/[|N(¢) ,
[

ol ¢ parcourt 1' ensemble des homomorphismes de Gal(K/F') dans Z/mZ et N(¢) est Is noyau de ¢.

Pour traiter le cas général on utilise le diagramme a lignes et colonnes exactes:

H=2(Gal(K'/K),U) = H2(Gal(K'/K),U)

H2(Gal(K'/L),U) — H %(Gal(K'/F),U) — H 2(Gal(L/F),U) — 1

l I H

H2(Gal(K/L),U) — H %(Gal(K/F),U) — H*(Gal(L/F),U) — 1

Si o dans H~?(Gal(K'/F),U) s'envoie sur 0 dans H2(Gal(K/F),U) il provient d'un élément 3 dans
H=2(Gal(K'/K),U). Silafleche verticale en bas a gauche est injective alors 1'image de S dans H ~!(Gal(K'/L),U)
est zéro. Il en résulte que « est zéro.

Nous vérifions maintenant le Lemme 6.1 et le lemme suivant.

Lemme 6.2: [l existe pour chaque U un isomorphisme
H™(U) — H'(A(F))

et ces isomorphismes sont fonctoriels en U.

Mais nous ne voulons pas seulement vérifier 1' existence de ces isomorphismes mais aussi les donner d ' une

fagon explicite. Nous expliquons maintenant comment ils se définissent.
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Si ¢ est une racine n-iéme de 1'unité dans F et si u est dans N, alors £" sera 1' élément de A(F') qui envoie
dans U = Hom(U, Z/nZ) dans (@),

Soit K/F une extension galoisienne suffisamment grande mais finie et soit & = {a,, »} un représentant de
la classe fondamentale de K/F. Soit K’ une extension de K dans F' qui contient les racines n-iémes des a, ;.
Soit § = {B,,5 } tel que

o = Qpo s
et définissons le 3-cocycle

5= {8yl 7' € Gal(K'/F)}
a valeurs dans le groupe des racines n-iémes de 1' unité par
5;)’,0/,7'/ = p/(ﬂU,T)ﬁ;al,T pii'

si p, o, T sont les images de p', o/, 7/ dans Gal(K/F). Puisque d,/ o ne dépend que de p’, o, T me permets
d'écrire 0y 5,7 OU Oy 57 7

Chaque élément de H ! (U) est représenté par un élément u de U tel que pour un K suffisamment grand

Z ou=0.

o€Gal(K/F)
Nous posons
(6.2) bpo= ] 650 € A(K)
TE€Gal(K/F)

J'affirme que b = {b,/ » } est un 2-cocycle.
En effet on a les égalités

7"/(59’70,7)5—1 Onrpo =1.

w,p' o, T

Donc le bord de b, qui est donné par

/ —TpoTU STPOTU —TPOTU STPTU
HTﬂ- (6/)’,(777') 67r’,p’,0,'r§7r’,pa',7' 671",;),7

est égal a

—TMPOTU __ —TPOXLTU __
HT(Sﬂ’-,p,G - 67r/-,p,a =1.

Que la classe de b dans H?(A(F)) ne dépend pas du choix de u, {a, »}, {83,,0} et K’ résulte d'un calcul
facile, mais la vérification directe qu'elle ne dépend pas de K m'échappe, bien qu'une telle vérification doit en
principe exister. Heureusement la preuve que {u} — {b} est un isomorphisme établit au méme temps qu il est

bien défini.
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Supposons que {u, |0 € Gal(K/F)} définisse un élément de H ~2(Gal(K/F),U). Nous posons

(6.3) by =1, 627"

po,T "

On vérifie sans peine que {b,} est un cocycle, et définit donc un élément de H'(A(F)). Nous donnerons plus
tard la preuve qu' on obtient de cette facon un homomorphisme bien défini de H ~2(U) dans H'(A(F')) pourvu

que K soit assez grand, et en particulier que

H2(Gal(K'/F),U) —~  H*(Gal(K/F),U)

N\ /

H!(A(F))

est commutatif.
Pour les démonstrations nous choisissons une extension finie de F telle que U se donne comme Gal(L/F')-

module et ensuite deux suites exactes:

(6.4) 0-X—-Y—->U-—-0;

(6.5) 0=V -W-=U-=0.

Dans ces suites X, Y, V, et W sont des Z-modules de rang fini et sans torsion sur lesquels Gal(L/F') agit, et Y et
W sont des Gal(L/F)-modules libres.

Dualisant nous obtenons:

(6.6) 0-Y >X—-U—0;

(6.7) 0—-W-—->V-U=0.

On a posé, par exemple, X = Hom(X,Z). Ona X C Hom(Y, Q). Soit <)\, 5\> lavaleurde A € X aAeY.Si\
représente u et A représente 4 alors

(u,a) = <)\,5\> (mod Z)

ot on a pris pour U le groupe Hom(U, n~'Z/Z). Si on prend Hom(U, Z/nZ) alors
(u, @) =n <)\, 5\> (modnZ) .
Soient Sx et Sy les tores algébriques attachés a X et Y. Donc
Sx(F) = Hom(X, F*) ,

et on a une suite exacte

1— A(F) = Sx(F) — Sy(F) — 1.
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Si o est dans F'* et A dans X soit o’ 1' élément dans Sx (F') qui envoie Asur a{**). On observe que si € est une
racine n-iéme de 1'unité et u dans U est représenté par \ dans Y alors 1'image de e € A(F) este™ € Sx(F).
Nous avons un diagramme commutatif qu'il reste a expliquer:

0 — H'U) — ImHGalK/F),X) —  lmH(Gal(K/F),Y)
K K

(63) | |

0 — HA(F)) — lmH(Gal(K/F),Sx(K)) — limH*(Gal(K/F),Sy(K)).

La suite horizontale en bas est la suite évidente qu'on obtient en utilisant le théoréeme 90 de Hilbert qui
affirme que

HY(Gal(F/F),Sy(F)) =0,

ainsi que 1'égalité

H?*(Gal(F/F),Sx (F)) = lim H*(Gal(K/F), Sx(K))

et la méme égalité pour Y.

la suit ehorizontale en haut s ' obtient des diagrammes commutatifs:

0 — H YGal(K/F),U) — H%Gal(K/F),X) — H%Gal(K/F),Y)

l | l

0 — H YGal(K'/F),U) — H°Gal(K'/F),X) — HGal(K'/F),Y).

La deuxiéme et la troisiéme fléche verticale sont données par A — [K': K]\
L 'isomorphisme

H°(Gal(K/F),X) — H*(Gal(K/F), Sx(K))

donné par la théorie de Tate-Nakayama est

A= {a,)
si A est un élément invariant de X. Puisque 1'inflation de la classe fondamentale {c,,} de K a K’ est la
[K': K]-iéme puissance de la classe fondamentale de K’, ces isomorphismes commutent avec la limite directe, et
on obtient le diagramme (6.8), qui donne alors un isomorphisme H ~*(U) — H?2(A(F)).

Pour 1' expliciter nous choisissons un élément A de Y dont 1'image v dans U représente une classe donnée.
alors
n= Z oA
o€Gal(K/F)
est contenu dans X et est invariante. Son image dans H?(Gal(K/F), Sx(K)) est la classe de {afia}. Dans
Sy (K) le bord de

w)={ I o}

r€Gal(K/F)
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est

POTA  —poOTN pTA _ [
HTp(aO',T) CYpo' T ap, - ap,

Donc pour trouver 1'image de la classe donnée dans H?(A(F')) onreléve {a, } a Sx (K'), K’ étant une extension

galoisienne convenable de F’ contenant K. En effet A’ = n\ est dans X et

by = H ﬂcr'rk'

r€Gal(K/F)

est un relevement de a,. Avant de calculer le bord il faut se rendre compte que les éléments b, ne sont pas dans
Sx (K) mais dans Sx (K'), et nous posons b,s = b, si 0’ — 0. De la méme fagon nous posons a,/ = a, » Si

p'— p,0" — 0.Si{cy o} estlebord de {b, } 1'image de la classe donnée est la classe de

(6.9) {a,fgg/ C,?,la/} :

Mais
Co oot = H p/(ﬂo, )pzﬂ')\ 6/)0/)27-)\ 6p:r)\
T€Gal(K/F)
A S poTXN
={[lowar} {oe}
T
Puisque

Z TN =npu

r€Gal(K/F)

et p est déja dans X le deuxiéme facteur du produit est o) ;. Par conséquent (6.9) est égal a
poT X
{H LR
qui est, avec nos conventions de notation,
poT\
{H e

le 2-cocycle donné par (6.2).

Nous revenons maintenant a (6.3), pour lequel nous construisons un diagramme commutatif a lignes exactes:

lim H-2(Gal(K/F),W) — lmH %(Gal(K/F),V) — H™2U) — 0

(6.10) l l

lim H(Gal(K/F), Sw(K)) — lim H(Gal(K/F),Sv(K)) — HYA(F)) — 0

De ce diagramme on pourra au moins déduire 1' existence de 1'isomorphisme du lemma 6.2.

La construction de la suite en haut est évidente. Pour celle en bas, on définit d'abord un homomorhisme

HY(Gal(K'/F), Sw(K")) — HO(Gal(K/F), Sw(K))
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en envoyant la classe représentée par s, prise modulo Nmg,pSw (K’), sur sa classe modulo Nmg /pSw (K).
Cela, et les homomorphismes analogues pour Sy, nous donne les limites inverses et la premiere fleche.

Pour la deuxieme on choisit une extension galoisienne de F' finie mais suffisamment grande pour que

NmKU/FSV(KO) g Sv(F)n .

Alors la méme relation est valable pour chaque K qui contient K. Puisque le noyau de Sy (F) — Sy (F) est

A(F)1'ordre de chacun de ses éléments est divisible par n. Doncsi s € Sy (F) est1'image de t dans Sy (F) ona
o(t) =ast, a, € A(F)

pour chaque o € Gal(F/F), ett" € Sy (F).
Par conséquent, si on attache a chaque s dans Sy (F) le bord d'une image inverse de s dans Sy (F) on

obtient pour chaque K contenant Ky un homomorphisme bien défini de
H°(Gal(K/F), Sv(K)) = Sy (F)/Nmg, Sy (K)

dans H'(A(F')). En passant a la limite on obtient la deuxiéme fléche de la ligne en bas. L' exactitude résulte du
théoreme 90 de Hilbert.
Le deux fleches verticales seront définies par la dualité de Tate-Nakayama. Plus explicitement, si {\,}, qui

satisfait 1' équation

o\, = Ao
> >

oceGal(K/F) c€Gal(K/F)
représente une classe dans H ~?(Gal(K/F), V), alors1'isomorphismede H ~2(Gal(K/F), V) sur H*(Gal(K/F), Sy (K))

envoie cette classe sur
. oTA
a= H Qor
oT
Toutefois il faut vérifier que ces isomorphismes sont compatibles avec les limites inverses. Nous prenons
une extension finie K contenant K et nous rappelons comment on déduit la classe fondamentale de 1'extension

K/F de celle de K/F. Puisque il ne s'agit que d'un rappel nous prenons pour point de départ le groupe de

Weil. On se souvient du diagramme:
1 - KX — Wgip — Gal(K/F) — 1
1 - K* — Wgp — Ga(K/F) — 1.

La fléche a gauche est la norme.

Si on prend pour chaque & dans Gal(K /F) une image inverse u; dans Wy /r alors
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et @5 5 donne la classe fondamentale de K/F. La facon la plus convenable de choisir les u; est de choisir
d'abord pour chaque o dans Gal(K/F) une image inverse, notée encore o, dans Gal(K/F) et, les u, et ur,

7 € Gal(K/K) étant choisis avec u; = 1, de poser

Ure = UgUs -
Alors
0_[7r,(7 =1

Ay w0 = Oy oy -

L'image de u,, dans Wi, p est contenu dans K et est égale a

I I Qo ry -

r€Gal(K/K)

Si po = 7 dans Gal(K/F) etsi po = 7, ,7 dans Gal(K /F), ou 7, , est dans Gal(K /K) alors
UplUy = &p’guwp)guT .

On prend pour représentant d'un élément o de Gal(K/F') dans W (K/F) 1'image de u, de sorte que la classe

fondamentale de K/ F est donnée par

Ap.o = (Nmf(/Ko_[PvU) ( H 0_[7"77713,6)

r€Gal(K /K)

ST G | D

r€Gal(K/K)

L'image de la classe de { ;|7 € Gal(K/F)} dans H%(Gal(K/F), Sy (K)) est représentée par

_ Oy T
I I I I Qo ot -

0,7€Gal(K/F) 71,mcCGal(K/K)

a

Mais
_ o _ 1 _
Uryomor = 7T10‘(C¥77277-) Ay oma, 7y 0,10

= Onyomy,7Amry0,mo

Puisque on prend la produit sur 7, on peut remplacer le premier facteur par

0_[7r10,'r =T (0_4077)0_471—170-7—6(;1170 =T (da,'r)dﬂ'l,a,'r .

Donc si

)\‘r - Z 5\71'7'

r€Gal(K/K)
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on a

- _ oA 70‘5‘@"
a= {HaU,TT}{ Qry0,m2
a,T

T1,72,0,T
Pour érifier la compatibilité avec les limites inverses il suffit de vérifier que le deuxieme facteur a droite est une
norme.

On remplace 710 par om; et observe que

=~ _ ~ ~ ~—1
aUTrhﬂ'z =0 (aﬂ'l,ﬂ'z) a<77771ﬂ'2040,7r1 .

Prenant la produit on obtient

I Ho( I aﬁ’;ﬁe) ,

ce qui est évidemment une norme.
Il reste a vérifier que 1'isomorphisme défini par le diagramme (6.10) est celui de (6.3). Si K contient K
et si {u,|oc € Gal(K/F)} définit un élément dans H ~?(Gal(K/F),U) on peut trouver des A\, dans V tels que

Ao — Uy €t
o =N

On forme ensuite

dans Sy (F)), dont une image inverse dans Sy (F') est
b=T]sx
ou N =nA\;. Lebord de b est

1 —o\ o\
Hp/(ﬁo,r)pg)\TﬁU,g T = le(ﬁa,r)pa/\T PUp; "
o, T

o,T

qui est égal a
pOX, —poX, pON,
{2 {1 |
o, T o, T o, T

Puisque Y 771\ = 35" X/ ce produit se réduit a
poAL pPOUL
[Io7e = 11575
o, T o, T

Les deux lemmes sont maintenant démontrés et nous passons a la définition de 1'invariant 0(E, E').

2. Linvariant 0(E, E')
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On se donne comme dans le chapitre IlI, ¢: G — G etle sous-groupe de Cartan T¢-. Nous voulons attacher

a un couple de diagrammes:

Tar «—2— Tg»
b

n TwTG’TG*
Te

’
M
Tge = T,

E/: \ TwTé,T’G*

e
un invariant §(E, £') dans X, (T¢. ).
Puisque tous les objets de ces diagrammes se relevent d 'une facon unique au revétement simplement connexe
nous pouvons y passer tout de suite en supposant que G lui-méme est simplement connexe. L'isomorphisme

Vo, 1. S' €tend a unhomomorphisme o1, 7, de G sur G* défini & un élément de ad T*(F') pres. Pourl' instant

nous fixons @1, 7. aussi bien que 1o O Ilexisteun g € G* (F ) tel que
ery,1y,. = ad goprg 1. -

Puisque les deux diagrammes donnent des isomorphismes de T¢- et T¢,. sur Tg- ils donnent aussi un
isomorphisme de T+ sur Tf,. et de X, (T¢-) sur X, (7. ), ce qui nous permet de les identifier comme modules
sur Z, mais pas comme modules galoisiens. Les actions de o dans le groupe de Galois seront notées or.. et or,, -

On identifie aussi — en définissant ¢ - les deux modules X, (7 ) et X. (Té{*(j ), et donc les quotients

U= X. (TG:d) /X (Tg~)
et

U =X, (Té;d) /X (Th)

Sur les quotients 1'identification est compatible avec les actions du groupe de Galois.

Selon les hypotheses
o ((‘DTGxTG*) 80_1 = ad to’

Tq. T

avect, € Tee, (F)sio € Gal(F/F). Alors

7 (SOTé’Té;*) cp;/Gl,Té* = ad(o'(g)tggfl) = ad s,

avec s, € T¢. (F).
Le groupe de type multiplicatif défini par U est le centre A de G* ou de G. Soit n son ordre. A cause des

suites exactes

STl

1 — TG*(F) — TG:d() — A(F) — 1

1 — TL(F) — Té*d(F) — A(F) — 1
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les classes de {t,} et {s,} nous donnent des images dans H?(F, A). Pour les calculer on prend des images
inverses Yy, dans TG« (F ) des t, et des images inverses z, dans Té* (F ) des s,, et puis on prend leurs bords.
Nous prenons les y, vérifiant pour unique condition que ¢ — ¥, est une fonction localement constante sur

Gal(F/F), etalors, ce qui sera une condition importante par la suite, nous prenons

(6.11) 2o =0(9)Ysg " -
Un calcul immédiat donne
p(o) 2o, = pa(9)p(ye)p(9) ™ p(9)Ypg ™ 9y po(9™")

= po(9) [P(We)ypvps | o (g™")

= (Yo )YpYpo
parce que ce dernier élément est contenu dans le centre.

D'autre part si on prend 1' extension galoisienne K/ F' suffisamment grande alors les s, et t, ne dépendent

que de 0 € Gal(K/F) et selon la théorie de Tate-Nakayama on a des égalités

saz{ 11 agp’}a(a)a—l,

reGal(K/F)
ty = { H ag;’\}a(b)b_l
reGal(K/F)
ot {a,,r} est la classe fondamentale, A € X, (1= ) satisfait

Z UTG*)\ZO

o€Gal(K/F)
et\ € X*(Téfd) satisfait

Z O'TC/;*)\IZO.

o€Gal(K/F)
D'ailleurs a € Té:d (F),be e (F). On observe que o dénote soit un élément de Gal(F'/F), soit son image
dans Gal(K/F).

On définit 3, , comme dans les preuves du lemme 6.1 et du lemme 6.2 et on pose pt = nA, p’ = nA’. Alors
le bord de {z, } est dans la classe du bord de

| A
TEGal(K/F)

qui se calcule facilement. Comme précédemment, nous dénotons 1'image de o € Gal(F/F) dans Gal(K'/F)

paro’.
! poT i’ o’ g—poTu’ _ pory poT i’
H o ( o,T ) ﬂp,'r po,T - 5;)’,0,7 ﬂp,a'
T T T

!
_ pOTI
= ‘ .
p'o,T
i
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La classe du bord de {y, } est celle de
pPOTL
H 6/)’,077 )
On déduit du lemme 6.1 qu'il existe des éléments v, dans X, (Té*d) tels que

A=\ — Z gggyg —v, € Xu(Th) -
oeGal(K/F)

Puisque

H ag;(eE*lV —v) = H (ag,Tsa;lT)Uw

—o(Tlexz) (TTor2)

~ (o) (M)
est un bord pour chaque ¢, nous pouvons remplacer A’ par

N+ Z 0’;(,1* Vg — Vg
et supposer que
(6.12) A=XNe X (Tg) -
Sous 1" hypothése (6.12) nous allons définir
6 =60(E,E')=0(E,\ E',N).

L'influence de \ et \’ sur § minimale.

Si d est un relevement de b & T+ (F') on peut choisir pour y,:

v = {052 fota

T

Alors si ¢ est un relevement de a & T/ (F) on a

v = {0z ot e

T

oli &, est contenu dans A(F'). En prenant les bords de {7, } et {y, } et en tenant compte de (6.12) on constate que

P(eo)5p5;<71 =1.



VI. Des Propriétés Supplémentaires Locales 63

Donc {e,, } définit une classe dans H' (F, A) qui correspond a une classede H~2(F, U). Si K est suffisamment
grand, plus précisément si K D K|, cette classe est donnée par un ensemble {u,|c € Gal(K/F)} C U et u, se

releveen v, € X, (T/.. ). Nous posons
ad

OE N EXN)=X=N= > op vo—v,.
ccGal(K/F) N

Les v, seront presque aussi importants que . Pour souligner qu' eux aussi, ils dépendent de E, E’, A et \' nous
écrivons
Vo = g (B, E') = v, (B, \; E'\X) .
Bien qu'ils ne sont pas bien définis,, on a au moins le lemme suivant, qui nous suffit.
Lemme 6.3: (a) Si K, A, et X' sont donnés et si K est suffisamment grand alors la différence entre deux

choiz des vy (E,\; E',\') est égale a w: + w2 + w3 ot wl € X, (T}.), w2, w3 € X*(Té*d),

-1 2 __ 2
g O'Té*wg = g wy
et
—1 3 _ 3
E UTG*wU - E Wo

(b) Si K est suffisamment grand et si K C K alors on peut prendre

vo(E, X ELN) =Y vs(E X B N)
o—0
Pour vérifier le lemme nous considérons tour a tour 1'influence des divers choix faits dans la définition des

V. Les termes w! tiennent compte de 1' ambiguité dans le relevement des u,,. Si on remplace {u, } par

{ud o Z(Tﬁlv‘r,a + Vor — Uo'rl.,'r)}

-
alors on remplace v, par

Z -1
Vo — TTC,;* Nr,.o + Noyr — Nor—1,7 »
T
e, €étant un reléevement de v, . Mais si
2 _ -1
Wy = 7-T/* Nr,.o + Noyr — Nor—1,7
g
-

alors
-1 2 _ 2
E Or, Wo = g wg .

Il est possible de remplacer 3, - par &, 3, - avec g, . = 1. Alors y, se multiplie par

oTH
1=
T
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et z, se multiplie par le méme facteur. Mais

oy
o,T
r

se multipliant par

[Tz

et

H EUT(u w)

étant égal a
HEUTn(A A -1

les facteurs €, ne changent pas.

Si les éléments a et b sont donnés, un nouveau choix de ¢ ou de d ne modifie {¢,} que par un bord, et
par conséquent ne modifie pas (F, E'). Pour vérifier que 1'invariant ne dépend pas du choix de a et b il faut
supposer que 1'extension K/ F est suffisamment grande pour que:

NmK/KUTG;d (F) g ngd (F)n
N/, Tl (F) € Tse (F)" .
Supposons que nous remplagons a par ae avec e € Té;d (F") etbpar bfsavec f € Tg= (F). Alors il existe

n, € X, (Té:d) etn, € X«(Tg,) tels que

{Hoﬂa}, p€Tg: (F),

r={Megs o ot ).
P,
et

Dot =)0
D 0Tl =D o -

Nous avons déja constaté que p" et ¢" se relevent a T¢,.(F') et T« (F') respectivement. Un relévement

possible du premier facteur de e est

3 _
Hﬂfia 527 = Wlé s
(e

dont le bord est

H'O paf " 650 o€l {H ﬂpo(E-,—*lﬁ —&l )}{H 557547}
_ H5PU§ 7
po,T
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Faisant le méme calcul pour f nous trouvons que nous avons finalement remplacé u, par
Vo + 10 — N (mod X,(TE+)) -
Soit
{acro(v,)7,7.}
un autre représentant de la classe fondamentale. Si J, est une racine n-iéme de 7, et si 0, est un relévement
donné de o € Gal(K/F) a Gal(K'/F) on peut remplacer 3, - par
Bo,700(0-)0607 -
Alors
Moz ~ {Tez? HITot0 0
T T T

Puisque Y 7A = 0, le deuxiéme facteur est égal a

~1
U(H%”) (HVIA)
et il faut remplacer b par
b H ,Y:'r)\
et d par
s
De la méme fagon
c—c H or e
D 'autre part
[Toez — {Tl ez Y obto 0,0
Donc

Yo — Yo H(J(I)((;T)U(é;l))g‘m )

T

ot o € Gal(F/F) et o} et un relévement donné de son image dans Gal(K/F) a Gal(K'/F). Le quotient

est une racine n-ieme de 1' unité de sorte que

[T(oh(5)o () ™ € A(F) .

T
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En traitant [ | ﬁg;’/ de la méme fagon on déduit que
T

cr — 2o [[(0h(6:)0(571))77 0+ =, |

parce que
p—p =nA=NX)

et A — XN € X,.(Tgw).
Le premier énoncé du lemme est maintenant vérifié et nous passons au deuxiéme. On se souviente de
1'égalité

Qp,o = H T(Qp,o ) O po

r€Gal(K/K)

vérifiée au paragraphe précédent. Si

Z oA =0

oc€Gal(K/F)

on a

—oT\ __ —oTA
Az 7 = H H ST X )

FeGal(K /F) T€Gal(K/F) neCal(K/K)
ot comme ci-dessus 7 dénote soit un élément de Gal(K/F) soit un relévement donné dans le groupe Gal(K /F).

On a de plus

_ _ _ _ _ A
[T ITaz =11 Il{asnronatanr)"}""
T s T s
=11 ITas>
T s

parce que 0r » = 1. Nous pouvons remplacer & par o et o7 pour obtenir

oTA
— A — —
[T T = [T orseer }
T s T

T

parce que & » = 1. On en déduit qu'en passant de K a K il ne faut pas changer A ou \’ et par conséquent aucun
desa, b, ¢, d.

En définissant 35 - on obtient une extension &’ du corps K. Si m € Gal(K/K) soit 7’ un relévement fixe
a Gal(K'/K) etsia € Gal(K/K) soit 3’ un relévement fixe & Gal(K’/F). Nous choisissons (3, 5 de telle fagon
que B » = 1, et nous prenons

6P,U - H W/(BP,U)BTK‘,;)G' .

r€Gal(K/K)

Calculons le produit

Ba‘r,u
o, T
T,
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Il est égal a

H {B&‘n’,rﬁ& 0 ﬁﬂ' T -t }UTM H 6g;rﬁ T

T,T
Le premier facteur est égal a

H Hﬁg;lfr = Hﬂ' ﬁo’T ﬁﬂ' UTﬁﬂ— 06;0-;-5_ .

On en déduit que le passage de K a K entraine le remplacement de y,, par

_ oTH —OTW
yg—ng(SU 71'7'57r ,o,T

T,
Un calcul semblable avec A’ au lieu de A nous montre que

or(p—p") 07(#’*#) _
EUHSU_EUH(SU T Tr,o',T =&o

Le deuxieme énoncé est alors vérifié.

Il nous reste a découvrir 1'influence des choix de \ et \'.

Lemme 6.4: Supposons que

A=A+ Z 0T o — N e € X(TG- )

o€Gal(K/F)
=N+ Y opl&—&, G EX(IL),
o€Gal(K/F)
ot
Y orie =m0 =) 0p) &~ (mod X.(T%.)) -
Alors

Vo(E, A3 E/le) = v (B, X ElaX) +10 — & -

Un calcul facile que nous avons déja eu 1' occasion de faire nous montre que
ez = Tz o (Ion ) (T )
T,€

de sorte que

b— by —bHaT”E .

De la méme fagon
a—a; = TEe
1=al|]al .
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Donc

’
coa=c|[fE,  €=ns
T,E

d—dy=d[][67F .  w=nn.

T,
On en déduit que ¥y, est multiplié par
-1,/ ’ PR ’

H BZTTE e U;Tni U/(ﬂ'r,s)ams 677:75 = H 55:2; :

T, T,
On se souvient que o dénote ici un élément de Gal(F'/F) aussi bien que son image dans Gal(K/F), et que o’ est
1'image de o dans Gal(K’/F). Le produit a droite est un élément central et selon sa définition z, se multiplie
par le méme facteur.

Puisque
se multiplie par

1'élément €, se multiplie par

oT(n.—€L)
H 60’,7,6 ’

T,€
ce qui implique que v, se remplace par
Vo + N0 — &0 -

Les lemmes 6.3 et 6.4 impliquent les propriétés suivantes de 1'invariant 6(E, X; E’, \').

Lemme 6.5:
(@) Si X et N sont donnés I'invariant O(E, \; E', X') est défini da un élément Za;;* Wg — Wy Pres, ot
Wo = wk + w2 + w3, les w! satisfaisant les conditions du lemme 6.3.
(b) Si on ne fize pas A et N alors I'invariant (E,E') = 0(E,\; E',\) est défini a un élément
Za;} Wy — Wy PTEs, ou
pan
wo =Wy +wy +wg, wy € Xu(TG)
et
-1, 2 3 2 3 -1 —1 2
Z UTé* (wa + wa) - (wa + wa) = Z (UT’G* - UTG*) wo’
Avant de tenir les invariants v, (E, \; E', X)) et0(E, \; E', \) pour définis, il faut tenir compte de1' influence
des choix de g, o1, 1., €t PTY, T

Si o7y 1 €t 1y, 1L, sont donnés, la seule fagcon de modifier g est de le remplacer par vg, v € A(F ), ce qui

remplace € par J(’y)sgfy_l. Par conséquent les invariants ne changent pas.
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On peut remplacer ¢1,; 7. par

ad(f)ere, 5., f € To(F)
et Ty, 7., par

ad(e)pry, .., €€ T, (F) .

Soient ¢ et f les images de e et f dans G, (F). Alors

ty — U(.]F)tcrf_l Yo — J(f)tof_l )

g—egf !,

5o — 0(€)sge !, o — oe) tr et .

Soncni A, ni N, ni {¢,} ne se modifient, mais seulement c et d, ce qui ne change pas les invariants.

Nous passons maintenant & quelques propriétés de 1' invariant 0(E, E”).

3. Des propri étés de | 'invariant §(E, E’)

Soient Z(E, E') 1'ensemble des {w,|o € Gal(K/F)} € X.(T¢- ) = Xu(Tgz,) tels que w, = wl+w?+wd
ou les w? satisfont les conditions du lemme 6.3. Quoiqu'il est facile de tenir compte du comportement de
Z(E, E') quand le corps K s'élargit, ce qui nous importe a 1'instant est que {v,(E, \; E’, \')} est défini modulo

Z(E, E') pour un K donné mais suffisamment grand, et nous voulons vérifier ses propriétés élémentaires.
Lemme 6.6: On a
{vo (B, \; BN = {—vo (B, N E\ M)} (mod Z(E, E")) .
On observe que Z(E, E') = Z(FE', E) comme la symétrie exige. L'effet de la substitution E < E’ etA < X
est évidemment de remplacer {,} par {e; '} et donc {u, } par {—u,} et {v,} par {—v,}.
Lemme 6.7: On a
{vo (BN BN N) +vo (B, N E" N} = {ve (B, A B, N')}
modulo Z(E,E')+ Z(E', E").

Si

ery, 1, = ad g o prg 1.

et
Ty TY, = ad ho PTLT..

alors
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SDTC’;’,T/G’* =ad hgo PTe,Tgx -
Siz, =0(9)yog ! etw, = o(h)z,h~! alors.
w, = o(hg)ysg th™t .

Mais si

yo = (H 3;“)o<d>d—1

T

vo = (T2 ot e

T

et

alors pour définir v, (E’, E") il faut remplacer z, par T, = r,¢, ! et w, par w0, = wy&, L. Soit

o = (TLoz ot e
de sorte que

wn = (T8 ) ot oo

T

Donc la classe dans H'(Gal(K/F), A(K)) attachée a E, A, E”, "’ est la produit de celles attachées a F, \, E’, '
etE/, )\, E"”, \':d'oule lemme.
Si h € A(T+/F) on peut attacher & F un diagramme adjoint E’ relatif a h en posant 7. = ad h™1(Tg-),
Tt =Ta,n, =ns«oad h, et
wT/ T’ N = a‘d h_l © wTG,TG* N

GG

L'homomorphisme 71 ne change pas. D'une facon plus graphique:

le cocycle {a} = {o(h)h~'} est contenu dans T¢+ (K) et définit un invariant ) dans X, (Tg= ).
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Lemme 6.8: On peut prendre ' = X\ — 1 et on a alors
ve(E, N E' M) =0 (mod(Z(E,E"))) .
Onag= ht
5o = ad o(h™ )ty ad(h) = ad(h ') ((ad a, M)t,) ,
d'oti la possibilité de prendre A’ = A — 7. De plus
r, =ad h'(a;'y,) .
Mais
ir' = (Torz ot = (I16:27 ) totere™
xi £ =nn. Doncsi p = n, | |

2y =ad h7? ((l‘[ 5g;<u—5>) (cr(ed)d_le_l)) .

Tenant compte de nos conventions on déduit de cette égalité que e, = 1, et le lemme est vérifié.
On peut aussi attacher a h € A(T¢/F') un diagramme adjoint E’ avec ¢TéxTc* =Yg r,. cadh

T

Soitn € X.(T¢..) 1'invariant attaché a {a, } = {o(h)h~1}. Le lemme suivant se vérifie de la méme fagon que le

lemme 6.8.
Lemme 6.9: Onpeut prendre N = A+ et alors on a
ve(E,\; E',N) =0 (mod(Z(E,E"))) .

La derniére propriété de {v,(E, \; E', \')} a vérifier est plus difficile & formuler. Supposons que F' soit non
archimédien et que sa caractéristique résiduelle soit premiére a 1'ordre du centre de Gsc. Nous supposons en
plus que K/F est une extension non ramifiées assez grande pour que chacun des tores dans les diagrammes
se déploie sur K et que 91, 1. et ’(/JT/G7TC/;* proviennent d'isomorphismes @1, 7. et 1L T, définis sur K.
Nous supposons aussi que G est quasi-déployé sur F'. Soient U et U™ des sous-groupes compacts hyper-spéciaux
donnés de G(K) et G*(K) invariants sous 1'action de Gal(K/F). Si X et X* sont les immeubles de Bruhat-Tits
attachés & G(K) et G*(K) alors U et U* sont attachés a des sommets = € X et * € X*. Nous supposons que z
est contenu dans les appartements de T et de T, et que x* est contenu dans les appartements de T~ et Tf,..
Si toutes ces conditions sont vérifiées nous disons que la couple E, E’ est non ramifié relativement a U, U* ou

smplement non ramifié si U et U™ ne sont pas explicités.
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Lemme 6.10: Si E, E’' est non ramifié on peut choisir A\ = X =0 et on a alors
vo(E, N\ E'N) =0 (mod Z(E,E')) .

Les préparatifs sont plus difficiles que la vérification. En effet o1, 1. et P11, définissent des bijections
X — X*. En remplagant au besoin ¢, 1. par ad t o o1, 7. et ery,12, Par ad to ©ry,,17,, Avec te TGZd (K)

ett’ € T (K)nous pouvons supposer que

*

16,16 () = o1, 10, () =2

Alors t, est contenu dans le stabilisateur 7= (K),+ de z* dans Tg= (K).
Mais le groupe
HY(Gal(K/F), Tax (K)a-)

est réduit a 1'élément neutre et on a
te =0(0)b™!, beTar (K)gr

Puisquela caractéristique résiduelle est premiére al' ordre du centre de Gs;, nous pouvons supposer, en élargissant

K au besoin, que b se reléve en d € T+ (K), et nous prenons

Yo = o(d)d™"' .
Ona
ey, 1, = ad g o org 1.

ott ad g est dans G, (K) et fixe z*. En prenant une extension non ramifiée encore plus grande nous pouvons

supposer que g € G, (K) etdonc g € U*. Alors
Lo = O—(gf)filgil S Té,‘:c (K)m* .

Puisque

HY (Gal(K/F), TG (K)gv) = 1

on a

To =o(c)c

et le lemme résulte des définitions.
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Supposons qu ' on ait deux diagrammes D et D’ de la sorte introduite dans le chapitre III. Donc, par exemple,

soit D le diagramme

*

H -"-G*

*

T
G
Yo7
G’ G*
TG

En enlevant Ty, T7;, et Ty, nous obtenons des diagrammes E et E'.

n
n

Nous supposons dans la suite de ce chapitre que E, E’, ou E” proviennent de D, D’, ou D" et que
les mémes données endoscopiques interviennent dans D, D’, et D”. La donnée s définit un caractére de
X.(Tq) et aussi, a 1'aide des identifications permises par les diagrammes, un caractére K = k(D) = k(D’) de

Xu(Ta:,) = Xu(Tge ) = Xu(TGx ).

Lemme 6.11:
(@) La valeur k(O(E, E")) est bien définie.
(b) On a
K(0(B,E') = k(0(E', E)) ™!

et
K(O(E,E")) = s(0(E, E")r(0(E", E"))

Les définitions sont telles que ~ est égal a 1 sur

S 0 e — o

o€Gal(K/F)

si{u,} € Z(D,D’). Donc k(O(E, \; E', X)) est bien défini. Si 1, € X, (Té_*d) alors

> (07, —o7d ) 1o = So(eo) ™ ~ Dozl o

Puisque w(o) est contenu dans la groupe de Weyl de H,

K@) = ol e) =1

En tenant compte du lemme 6.5 (b), on conclut que k(0(E, E’)) est bien défini.
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Quant a 1" affirmation (b), on a
O(E,E')=X—\ — Za;,; Ve(E, X E'\N) —vg (B X\ E' N .
La premiere égalité résulte du lemme 6.6 et de 1' égalité
H(Z(O’;;* — 01:2* Wo(E,\; B, X)) =1.

La seconde résulte de la méme fagon du lemme 6.7.

Si h est dans A(Tg+/F) ou dans A(T/ F) alors on peut construire le diagramme adjoint associé.

Lemme 6.12:
(a) Supposons que h € A(Tg-/F) et soit p € X.(Tgs ) ' invariant attaché a {o(h)h='}. Si D est le

diagramme adjoint défini par h alors
R(O(E, B')) = k() = w(h) .

(b) Supposons que h € U(Tg/F) et soit p € X.(Tg,.) " invariant attaché o {oc(h)h=t}. Si D’ est le

diagramme adjoint défini par h alors
R(O(E, B')) = 5~ () = 5 () -

Ce sont des conséquences immédiates des lemmes 6.8 et 6.9 et des définitions.

4. Une hypoth ése locale
Supposons que E et E’ proviennent de D et D’ que le méme groupe H intervienne dans D et D’ de sorte

qu'on peut s'attendre a ce que ¢(D’, D) soit défini. L' hypothése locale affirme que
c¢(D',D)=k(6(E",E)) .
Tant que les facteurs de transfert ne sont pas définis on ne peut pas vérifier cette hypothése. Les lemmes suivants

vont la rendre vraisemblable.

Lemme 6.13:
(a) L'hypothese est valable si D' = D.
(b) Si I' hypothese est valable pour D', D alors elle est valable pour D, D'.

(c) Si ' hypothese est valable pour D', D et D" alors elle est valable pour D", D.

Le lemme suit du Lemme 6.11 et des égalités évidentes:

O(E,E)=0; ¢(D,D)=1; ¢(D,D") = C(DI,D)_l; e(D",D) = ¢(D",D")e(D', D) .
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Lemme 6.14:
(@) Soit D donné; soit h € U(Tg~/F); et soit D' le diagramme adjoint défini par h. Alors 1" hypotheése
est valable pour D', D.

(b) Soit D donné; soit h € AT/ F); et soit D' le diagramme adjint défini par h. Alors [' hypothése est
valable pour D', D.

Si D’ est défini par h € A(Tg-/F') alors
5, (10 ) = B, (4, )
parce que Ty = T¢;. Donc

A(’vaD/a¢H) :A(’YH,D,d)H)
et

A(’yHaD*a¢H) :C(DlvD)A(7H7D;7¢H) .

Pour des diagrammes adjoints vy = V.

On se souvient que, selon le lemme 3.1,
T (Vs £) = (W) @1y, (60, f) -

Donc

A(’YH7D;=7¢H) = H(h)A(7H7D*7¢H)

et

c(D',D) = k(h)™'.

Le lemme suit de cette égalité et des Lemmes 6.11 et 6.12.

De la méme fagon, si D’ est défini par h € A(T/F) ona
A(’YHaD/v(bH) = C(D/aD)A(’YHaDad)H)

et un calcul tout a fait pareil vérifie 1' énconcé.
Soit D un diagramme donné et soit w un élément du groupe de Weyl de T'y. Le diagramme nous permet de

transporter w a T« et T. Soit Ty; = T, Th = T, Tl = T+ mais

/ / /
Vi=vow, n'=now, n, =mn.ow
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Lemme 6.15: On a ¢(D’,D) =1 et I' hypothése est valable pour D’, D.

Les deux diagrammes envoient 7,, sur les méme éléments v, ety de Tg- et T et kK = k’. Puisque

(I)%H(V?fH) = A(’yHaDad)H)(ch (chf)
= A(’yHaDla ¢H)(I);“/G (’7c;7f)

pour tout f,ona

A(’YH7D/)¢H) :A(’YHaDaQbH) .

De la méme fagon
A(7H5D15¢H) = A(’yHaD*a¢*)
ete(D', D) =1.

Lemme 6.16: Si les sous-groupes de Cartan Ty et Ty qui interviennent dans D et D' sont stablement con-

jugués alors I' hypothése est valable.

On a un diagramme commutatif

H
V/
3
V//
T, T,
w v
H

dans lequel w est un élément du groupe de Weyl de Ty et £ est défini sur F'. Les Lemmes 6.13 et 6.15 nous
permettent de supposer que v/ = v.

Soit D" le diagramme obtenu de D en substituant Tj; & Ty et v’ a v. Il est évident que ¢(D”, D) = 1 et que
1'hypotheése est valable pour D”, D. Nous pouvons alors supposer que T, = Ty et que v/ = v.

Cela implique 1'existence de g € A(T¢/F) etde g. € A(Tp/F) et d'un diagramme commutatif,

adg,
Te —22e T,

vro7.| |

Tge — T

ady

Donc D’ s'obtient de D en prenant le diagramme adjoint d'abord relatif a g, et ensuite relatif a g. le lemme en

résulte.
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Lemme 6.17: L' hypothese est valable pour les facteurs de transfert de Shelstad.

Pour vérifier 1'hypothése pour D et D' il suffit de vérifier 1'existence de D et D’ attachés aux mémes
données endoscopiques pour lesquels elle est valable et tels que Ty et Tj aussi bien que T}, et T}, soient
stablement conjugués.

Supposons que Ty intervienne dans le diagramme D et que oy soit une racine réelle de 7. On la
transporte a Tz et T~ pour obtenir des racines réelles o et ag+. De la fagon habituelle on attache a ag et ag-
des homomorphismes: SL(2) — G; SL(2) — G*. Ils sont définis sur R. Soient G,, et G}, leurs images.

Soient Ty, T¢,, et T¢,. des sous-groupes de Cartan obtenus en prenant la transformation de Cayley inverse
relative & apr, g, et ag+. Cela nous donne ad sg: Ty, — Th, ad sg: T, — Tg, etad sg-: T4 — Tg. Nous
prenons sg € G (C), sg- € G%(C).

Si nous définissons

vV =voadsy,n =noadsg, n. =n,0ad sg- ,
et
-1
Yry1y. = od sg, 0 VUre,16. ©ad Sg
nous obtenons un nouveau diagramme. Vu la transitivité du Lemme 6.13 et le fait que chaque Ty se lie au

sous-groupe de Cartan fondamental par une suite de transformations de Cayley inverses il suffit de vérifier

1" hypothése pour le couple que nous venons de construire. Puisqu'on prend

A(VHaDad)H) :A(’YH7D*7¢H)

dans la définition de Shelstad, nous pouvons supposer que G est simplement connexe.
La définition (3.7) nous donne

e(Tg, D')
E(Tg, D)

e(Thw, D)

=c(D', D) (T D)

Les quotients a gauche et a droite sont essentiellement ce que Shelstad note & ., (m, n)ey (m, n) dans le §10 de [29],
soit pour le groupe G*, soit pour le groupe G. Les facteurs 1 (m,n) des deux cotés étant évidemment égaux, on

obtient

e (8) = (D', D)ew (54)

ol s = 8@, Sx = S¢g. Mais selon la définition du §4 de [29] et notre choix de s et s*,

e (8) =cw(ss) =1.
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Il reste a vérifier que x(6(E, E’)) = 1. Nous reprenons la notation employée dans la définition de 6(E, E’).
Nous prenons
pry, . = ad(s;!) o prg 1. 0ad s
et
9= 57107616 (5) -
La racine a se transporte a une racine ;. de Tj,. et k(a.) = 1. Il suffit de vérifier que

—1
0(E,E') € Tag. + Y (07, = DXu(TG) -
Gal(K/F)

Le quotient
X (T Lo
est un module galoisien isomorphe a
X(TH JTENGY)
Mais
Tl |Th NG~ TH.GY )G = Te- G |G, ~ Ta- [Tg- NG, .
Si Z, et §, sont les projections de x, et y, sur ce quotient, alors T,y L=1.6i n =X — ), si ] est  modulo

Zo/G et si cet d ont des images c et d, on a aussi
To0, = (H ag;”) (o(ed Ve )z, .
T

Pour terminer nous avons besoin de quelques considérations générales. Pour simplifier les notations, nous

posons
X = X(T4), Y = Xu(TG- )

et
X = X (T4 JTe NG, Xy = Zalg. .

Nous construisons ensuite un diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes:

0 0 0

l l l

0—>X1%Y1—>U1—>0

O — X — M —
O — T +— T «—
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Dans ce diagramma ¥Y; = QX; NY.
Le groupe de type multiplicatif attaché & U est le centre A de G et de G*. Si

et Sy sont les tores attachés a X et Y, alors le noyau de 1'homomorphisme Sg — Sy est le groupe A attaché a

U.
L'image {,} de {¢, } estun cocycle a valeurs dans A et la classe correspondante dans H~2(F, U) est donnée
par 1'image dans U de 1' ensemble

(7y]o € Gal(K/F)} C Y .

On se souvient que {¢, } est attaché a {u,| € Gal(K/F)} et que u, se reléeve a v, € Y, qu'on projette ensuite
sur Ug.
Puisque il y a un plongement A(K) — Sg(K) le cycle {&,} définit un cycle a valeurs dans Sg(K), ou K

est suffisamment grand. ] 'affirme que ce cycle correspond a la classe de

U= E o o, — v,

dans H~!(Gal(K/F), X). En nous souvenant que Z,%, > = 1, nous en déduisons que la classe de 7j + ¥ est

triviale. Donc

n+rey (' =1)X
et
n+v e Zag. + Z(a;é - 1)X.(T¢-) -
Mais
n+v=X 7)\4’20';2*1/6 — v, =—0(E,E') .
On peut énconcer le fait dont nous avons besoin sous forme d 'un lemme général.
Lemme 6.18: Soit
0—-X—=Y—U—0
une suite exacte de Gal(K/F)-modules, avec U fini et Y de type fini sur Z. Si A est le groupe de type

multiplicatif attaché a U et si {&,} est attaché a {U,} alors son image dans H'(Gal(K/F), Sg(K)) est

attaché a v =30 Wy — Us.

Si i, est1'image de 7, dans U alors selon les définitions la classe de {&, } est celle de

py0,T
o,7€Gal(K/F)

II o255, peGal(F/F).
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Suivant nos conventions ce cycle a pour image dans S (F)

I s

p,T€Gal(K/F)
En substituant la formule explicite pour J,, - on obtient
BICENEE | Ceeaa ) | C=
o,T o, T o,T

Le produit des deux premiers facteurs est le bord de

H oni,

oT )
o,T

et le dernier produit s ' écrit

Hﬁpan(T’ID,.fDT) _ H ponv __ Hapaﬂ
N = po T po -
o

o,T o
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VII. Des Propri étés Suppl émentaires Globales

Avant d'entamer la stabilisation il nous faut définir un invariant global et établir ses propriétés. Pour cela
on aura besoin de quelques théorémes globaux de Poitou-Tate ([22], [35]) dont je rappellerai les démonstrations
parce que je ne connais pas une référence tout a fait a mon gotit. Mais nous commencons avec un lemme plus

élémentaire.

1. Un lemme pr éliminaire
Comme d ' habitude G* est un groupe réductif quasi-déployé dont les formes simplement connexe et adjointe

sont G} et G, mais il est maintenant défini sur le corps global F'. Soit T un sous-groupe de Cartan de G* sur

*

F et T} etT}, les sous-groupes de Cartan de G}, et G} qui relevent de 7. Soit L une extension galoisienne
finie de I sur laquelle 7™ se déploie.

On a un homomorphisme
&2 H(Gal(L/F), X.(T%)) — H ™\ (Gal(L/F), X.(T}) -
D' autre part, si on étend chaque place v de I a une place de L on a
§o: @ H ' (Gal(Ly/F,), X.(T%)) — H N (Gal(L/F), X.(TZ)) -

La somme se prend sur les places de F'.
Lemme 7.1: Le noyau de &1 est contenu dans l'image de &.

Nous pouvons supposer que G* est simplement connexe et simple sur F, et puis, en utilisant le lemme de
Shapiro, qu'il est absolument simple.

On pose

Yo={eX.(T9)] Y ox=0},
o€Gal(L,/F,)

V{ > Uuaualuan*(T*)}v

o€Gal(L/F)
et

Z=V+Y Y,.

Il faut vérifier que si A € X..(T™*) et

A= Z Olo — Ho

o€Gal(L/F)

avec o € Xy (T}y), alors A € Z.
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Supposons d'abord que o € Gal(L/F), pn € X.(T}y), etop—p € X.(T*). Nous vérifions que opp — p € Z.
Choisissons une place v etun 7 € Gal(L/F) tels que To7~! € Gal(L,/F,). Alors ToT — T est contenu dans Y,
de sorte que

op—p=I[rop—7u] —[r(op—p) = (op — p)

est contenu dans Z.

Donc siop — p € X,.(T*) pour chaque p € X,.(T7;), ona

pop—p=[plop—p) = (op—p)+op—pl+[pp —pl = pp —p (mod Z)

pour tout p € Gal(L/F).

Soit Gal(L/FE) le sous-groupe des o dont 1'action sur X, (7™*) soit donnée par un élément du groupe de
Weyl. L'extension E est galoisienne. Si G* est déployé, c'est-a-dire, si £ = F, alors le lemme se déduit
immédiatement de notre premiere observation. Si 1'extension est cyclique du degré k nous choisissons des
représentants 1, 0,02, ..., 0% ! dans Gal(L/F) suivant Gal(L/E). Selon la deuxiéme observation nous pouvons

supposer que

k_lukq — [k—1)

A= (op — ) + (02 p2 — po) + - + (0
Puisque
o'y — pi = (0" i — 0" ) + (0" i — 0" T ) - (op — i)
on a en fait

A=op—p,

et A est contenu dans Z.
Le démonstration du lemme est donc terminée sauf dans le cas ott Gal(E/F) ~ S3 et que G* est une forme

de D,. Le quotient X, (T*)\ X, (T},) est alors Zy & Z5 et1'action de Gal(E/F') est donnée par un isomorphisme

Gal(E/F) ~ GL(2,Z2) .

Soient
1 1
P~\1 o
0 1
7~\1 o
On a
A= (pp— p) + (ov —v) + (opn —n) + (0p°€ =€) .
Puisque

apn—n = (opn—mn) + (pn —n)
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et
ap*€ — €= (0p°¢ — p°€) + (°€ ) ,
on peut méme supposer que
A=pu—p+ov—v.
Siov—v € X, (T*)alors pp — p € X,.(T*), etil résulte de nos observations préliminaires que A € Z. Sinon
on remarque que
A=pp—op+on—mn  n=vip.
En examinant les matrices p — o et 0 — 1 on se rend compte que cette égalité implique que ppt — o eton —n

sont contenus dans X, (7). Donc on —n € Z. De plus

p—op=[plp—p~top) = (n—p~tow)] = lp~lop—pl .

Puisque
pltop—p=p Hop—pp)

1'expression de gauche est dans Z.

2. Rappel des r ésultats globaux de Poitou-Tate
Ainsi que pour un corps local on commence avec un module galoisien fini sur F' et on introduit U et le

groupe multiplicatif A. Nous posons

H'(F, A) = lim H'(Gal(K/F), A(K)).
K
Soit

P FA) =T #'(F., 4)
le produit direct restreint introduit dans le chapitre I1.6 de [28]. Nous posons enfin
H™(F,U) = lim H™*(Gal(K/F),U).

K

Le seul lemme global dont nous aurons besoin est le suivant.
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Lemme 7.2: Pour chaque U il existe une suite exacte
HY(F,A) — PY(F,A) — H*(F,U)

et ce suites sont fonctorielles relativement a U.

Si v est une place de F' nous fixons un plongement F' — F, etalors, on ades homomorphisme Gal(F,/F,) —
Gal(F/F) et
H™?(F,,U) — H %(F,U).
En effet si {1, } définit une classe dans H~%(Gal(K,/F,),U) nous choississons K C F' de sorte que KF, = K,,
ce qui donne un plongement Gal(K, /F,) — Gal(K/F). Sion pose v, = u, pour o dans Gal(K,/F,) etv, =0

sinon, on obtient une classe dans H ~2(Gal(K/F),U), et on peut passer a la limite.

Il faut vérifier la compatibilité entre les homomoprhismes locaux et globaux.

Lemme 7.3: Le diagramme
Hl(F’UvA) — H72(FU5U)

l |

PYF,A) — H%FU)

est commutatif.

Pour vérifier ces lemmes nous introduisons un groupe Q' (F, A) pour lequel 1' existence d 'une suite exacte
(7.1) HY(F,A) — PY(F,A) — Q'(F, A)
sera évidente.

Pour définir un élément de Q' (F, A) on se fixe les données suivantes:

a) Pour chaque place v de F' une extension galoisienne finie K, de F,, ainsi qu' une extension galoisienne finie
K de F telles que K C K pour chaque v. On exige que K, soit non ramifiée pour presque tout v.

b) Un 2-cocycle {¢, ,} de Gal(K/F') a valeurs dans A(K).

¢) Pour chaque place v une chaine {3, (v)|o’ € Gal(K] /F,)} a valeurs dans A(K) telle que

€p.0 = ' (Bor (1)) By (v) B0 (v)

si o, p sont les images de p’ et o’ dans Gal(K/F).
Puisque on peut toujours prendre des inflations les choix des K ne sont pas importants. Deux données

correspondantes a {3,/ (v)} et { L, (v)} sont dites équivalentes si

Bri(v) = Bor (v)a (v(v))y(v) " 6o
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avec y(v) € A(K!) et 6+ € A(F"). Les éléments &,/ sont définis pour o/ € Gal(F/F), et sont localement
constants et indépendants de v.

L'existence et 1' exactitude de la suite (7.1) sont évidentes. Il s' agit maintenant de trouver un isomorphisme
QY F,A) ~ H2(F,U).
On définit les modules V' et W ainsi que pour un corps local. L'isomorphisme cherché se déduit d'un

diagramme a lignes exactes:

lim H2(Gal(K/F),W) — —  ImH *(Gal(K/F),V) — H™FU) — 0
K K

l l

lim H°(Gal(K/F),W ® Cx) — limH(Gal(K/F),V®Ck) — Q'(F,A) — 0
K K

Le groupe Ck est le groupe des classes d 'ideles.
La ligne en haut est évidente et le carré a gauche se construit comme pour un corps local. La premiére fleche
en bas est évidente. Soit L une extension finie de sorte que V et W soient des Gal(L/F)-modules et soit C'? le

groupe des classe de norme 1. Puisque
a = (V @ Cp) G/ (W @ Cp)GIE/F) — (1 @ 000G/ F) /i (W @ OF)GalE/F)
est compact on a un homomorphisme surjectif
a — lim H*(Gal(K/F),V @ C)/Tmlim H(Gal(K/F)W @ Cx).

Sil'ordre de chaque élément de a divise n alors a est annihilé par n. Mais le noyau de cet homomorphisme est
divisible. En effetsi a € (V ® Cp,) K/ F) représente un élément du noyau alors pour chaque extension K de L
galoisienne sur F' ily ades éléments fx € VR Ck etyx € (W ® CK)Gal(K/F) d'imageyx € (V® CK)Gal(K/F)
tels que

a = (Nmg,rBx)VK-
On peut méme supposer que Y est dans W @ C%, que B est dans V @ CY%, et que
v =limyx

existe. Si K C K’ alors

a= (Nmg,pNmg: /g Bk )oK

et Nmg,p(V ® Ck) est ouvert dans (V ® Cp)G(E/F)  On peut donc prendre yx = « pour tout K. Soit

O = Nmpg,1BKk.
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On peut aussi supposer que

K

existe, et alors ¢ est dans 1'intersection de tous les sous-groupes ouverts et d 'indice fini dans V' ® C,, un groupe

divisible [1]. Par conséquent, si m est un entier donné il existe ¢ tel que €™ = J et
EZNIHK/LEK, ex €V ®Ck.

L'élémentn = Nmp e est dans le noyau et

a=n"7.

Donc le noyau est trivial et ' homomorphisme est un isomorphisme. Il s'agit alors de définir un isomorphisme
a~QYF,A).
Soit s un élément invariant dans V' ® C7.. Il existe t € Sy (Ar) = V ® I1, quis'applique sur s. Nous posons
y=0ot)t7 € Sy(L), o€ Gal(L/F).
Il'y a une extension fini K telle que chaque v, se reléve en d,, dans Sy (K). Posons
Epo = 0pap(05) 1657,

ol p,o € Gal(K/F) ont pour images p,d € Gal(L/F).
D'autre part t = I1t(v) et t(v) se reléve en n(v) dans Sy (K]) ot K est une extension finie de F,, non

ramifiée pour presque tout v. On peut supposer que K C K. Nous posons
Bor(v) = 65 ' (W))n(w)™" o' € Gal(K}/F,), o' — 5.

L'image de (3, (v) dans Sy est
“lo(t)tv)™! =1.

Donc 3,/ (v) € A(K)). De plus
P (Bor () Bpr (V) By (V) ™! =0

Il en résulte que les [,/ (v) définissent un élément de Q(F, A). 1l est facile de vérifier qu'on obtient de cette
fagon un homomorphisme bien défini et injectif de a dans Q' (F, A).

Il reste a démonter la surjectivité. Supposons qu'on a des données {3, (v)} et {¢, »}. Si on plonge A dans
Sw alors {e,  } définitun 2-cocycle de Gal(K/F') a valeurs dans Sy (K). Le module W estun Gal(L/F)-module

induit. Donc on a
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i) (voir Prop. 5 de Chap 7 de [26]). Si L, C K, C K alors
H(Gal(K, /F,), S (K,)) — HX(Gal(K/F,), Sw (K1)

est injectif.

ii) (voir Chap 7.3 de [1]). Si L C K 1'application
H?*(Gal(K/F), Sw(K)) — [ H*(Gal(K,/F,), Sw(K,))

est injective.

Puisque {¢, , } définitla classe triviale dans H?(Gal(K / F,), A(K)) il définitla classe triviale dans H?(Gal(K! / F,), Sw (K))
et par conséquent {¢, , } définit la classe triviale dans Sy (K).
Soit

Epo = 0pop(06) 16"

dans Sw (K). Localement 3,/ (v)d, !, ' — o est un 1-cocycle dans Sy (K!) et donc un bord. On pose
Bor ()5 =o' (n(v))n(v)™!, o' € Gal(K/F,).

Puisque K, est non-ramifié presque partout on peut méme supposer que 7(v) est dans le sous-groupe compact
maximal de Sy (K,) pour presque tout v. Donc si t(v) est 1'image de n(v) dans Sy (K)) alors t(v) € K, et
t =][t() € Sy(Ag). L'image s de t dans V ® Ck est contenue dans

(V ® C«K)Gal(K/F) _ (V ® C«L)Gal(L/F)'

La surjectivité en résulte.
La commutativité du lemme 7.3 provient des définitions. Parce que nous en aurons besoin j'observe que

1'existence d'une suite exacte
PYF,A) — Q' (F,A) — H*(F,A) — || H*(F, A)

est évidente. L' élément définit par {5,/ (v)} et {¢, +} s'envoie sur la classe de {¢, ,}.
On peut en partie expliciter 1'isomorphisme Q' (F, A) — H~2(F,U) et nous aurons besoin de la formule
qu'on obtient. Soit K/ F une extension galoisienne finie et soit { @, } un représentant de la classe fondamentale

dans Ck, le groupe des classes d 'ideles. Nous relevons o, - en &, - dans Ix. Alors

~ ~—1 ~—1
p (QUJ) Cporp,ord)p ¢ = Cp,a,‘r

est le cocycle de Teichmdiller.
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Il nous faut prendre des racines n-iemes d'ideles. En général ce ne sont pas des ideles. Mais on peut
néanmoins construire facilement un groupe dans lequel elles sont contenues.
Supposons qu'on ait pour chaque place v de F une extension finie K’'(v) C F. On peut introduire un

produit direct restreint

I 1T &7 ).

v wlw
Le produit intérieur porte sur les places de K’ qui divisent v. C'est un module sur Gal(F/F). Si K'(v) € K" (v)

pour chaque v alors

I 11 &7 oy = T T &7 ()

v wlv v wlv
Prenons alors la limite inductive. Les racines d 'ideles qui interviennent dans la suite sont prises dans elle.

Soit &y - (v) la composante de &, a la place v et soit 7y, - (v) une racine n-iéme de &, - (v). Nous posons

o0 () = P(Yor (V) Vo r (V) Vpor (V)Y 5 (), p € Gal(F,/F,).

Soit '£,, 5+ une racine n-iéme de (, o, dans F. Puisque £/, _(v) = (0. Ona

€p,a,'r (U) = 16p,o’,7'2€p,a,7' (U)a

ot 2¢ p’gyT(v) est une racine n-iéme de 1' unité dans FUX. Nous posons enfin

1 1e—1 1 1e—1 1
Np,o,m,e = p( EO’,T,E) po,T,E EP,UT@ é-p,a,‘l‘é €P7<7a7"

Lemme 7.4: Supposons que {uslc € Gal(K/F)} C U définisse une classe dans le groupe
H=2(Gal(K/F),U). Alors

Bywy= II  %p0-(0)7",  peGal(F,/F,),
o,7€Gal(K/F)

et

o= Il it poeGal(F/F),
T,e€Gal(K/F)

définissent un élément de Q' (F, A) dont I' image dans H=(F,U) a pour projection {u, } dans H=2(Gal(K/F),U).

Pour simplifier les notations nous avons pris p et o tantdt dans Gal(F, /F,,) tantot dans Gal(F/F'), mais il
est entendu qu'il s' agit de fonctions localement constantes.

Il existe A, € V dont1'image dans U est u, et tel que

o\, = Ao
> >

oceGal(K/F) c€Gal(K/F)
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Alors

alr
o,

s= I «
o,7€Gal(K/F)

est un élément invariant dans V ® Ck dont un relevement a Sy (Ax L) est

t = H —o)\
et

Yo = P(t)t_l =II Cp:yfrf-
o, T

Soit yi; = nA,. Alors un relevement de v, a Sy (F) est

R
o,r€Gal(K/F) P
et
€po = 0p0p(0 )(5_
= [In, 67k
T,E
Un relévement de ¢(v) a Sy (F) est
n(v) = [T e o)
o,7€Gal(K/F)
et

Bo(v) =0, p(n())n(v) ™", p € Gal(F,/Fy),
est égal a

[T *€p.0r ()77 = T1 25557 (v).

o, T

3. Un lemme important

Nous fixons une fois pour toutes un diagramme global.

Te. < TO.

AN

Il nous fournit un diagramme local en chaque place v, ainsi qu'un cocycle global {¢, }, oit
9 (‘PTg,Tg*) YT, 1o, = ad t27

etla classe de {tO} est bien définie.
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Supposons que 0 — t soit en fait une fonction sur Gal(K/F). Alors {t?} définit des cocycles locaux

{tJ|o € Gal(K,/F,)} qui correspondent a \°(v) € X, (T ) avec

Z oA’(v) = 0.
cE€Gal(Ky/Fy)
La classe locale est triviale pour presque tout v et nous fixons les A\ (v) de fagcon que A\ (v) = 0 pour presque tout
v. Ils nous serviront comme reperes.
Soient maintenant E et E’ deux diagrammes globaux. Nous choisissons les A(v) et X' (v) de sorte que
A(w) — A2(v) et X (v) — A\°(v) soient dans X*(ngd). Nous faisons usage des identifications permises par les

diagrammes. Si K C F est suffisamment grand les invariants
vo(E,A\(v); E',N (v) =vs(v), o€ Gal(K,/F,)

sont définis.

Lemme 7.5: Supposons que A(v) et X' (v) soient nuls pour presque tout v. On peut choisir une extension
galoisienne globale K suffisamment grande et les y,(v), c(v), et d(v) de sorte que £,(v) soit un cocycle sur
Gal(K,/F,) et vs(v) un cycle sur le méme groupe et tels que de plus e,(v) =1 et v,(v) = 0 pour presque

tout v et tout o € Gal(K,/F,).

Puisque les £, (v) et v, (v) sont de toute facon des fonctions sur Gal(F,, /F,,) localement constantes méme la
premiere affirmation du lemme n'est a vérifier que presque partout et résulte alors de la deuxieme. La deuxiéme
suit du lemme 6.10 et des résultats standards ([37]).

Des plongements F' — F, sont donnés une fois pour toutes de sorte que les sous groupes Gal(K,, /F,) C

Gal(K/F) sont fixés. Nous posons

Vg = ve(v), o€ Gal(K/F).
oceGal(K,/Fy)
D'autre part selon une propriété connue de la dualité globale de Tate-Nakayama il existe 7, et ), dans
U
X*(TG;d) tels que

Z Aw) = Z Uii* No — Mo

c€Gal(K/F)

DN = Y on -

o€Gal(K/V)

Avant de définir 1'invariant il faut vérifier le lemme suivant, qui est donc de quelque importance.
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Lemme 7.6: Supposons que G}, vérifie le principe de Hasse. Alors il existe {w,} et {w)} dans X*(Té*d) tels

que
-1
D Trewe= Y, wa
oceGal(K/F) c€Gal(K/F)
—1 !’ ’
Y ela- Y
o€Gal(K/F) c€Gal(K/F)
et

Vo =No — 1y +wo —w,, (mod X.(T5.)).

Nous pouvons supposer que G est simplement connexe. Il y a quelques lemmes préliminaires a vérifier.
Supposons que h soit contenu dans 21(7Tg+/F). Alors {a,} = {o(h)h~'} est un cocycle a valeurs dans

Tg+(F). Comme dans le cas local nous pouvons construire le diagramme adjoint E.

Le cocycle globale {a,} définit des cocycles locaux auxquels sont attachés des invariants p(v) € X, (T« ).

On peut supposer que presque tous ces invariants sont nuls. Selon la théorie globale de Tate-Nikayama

Su) = Y oglws—w

o€Gal(K/F)

avec wo € X, (Tg-). Comme nous avons vu dans le lemme 6.8 on peut prendre \(v) = A\(v) — u(v) et puis
Vo (E,\(0); E'\ N (v)) = vo(E,A(v); E', X (v)).

Nous en déduisons le lemme suivant:

Lemme 7.7: Si le Lemme 7.6 est valable pour les diagrammes E', E et les A\(v) alors il est valable pour E',

E et les A(v).

Supposons de le méme fagon que h € A(T},/F) et construisons le diagramme adjoint £’. On peut prendre
N(v) = N(v) + u(v) et
Vo (E,A\(v); E'\ N (v)) = vo (B, A(v); E', X (v)).
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Lemme 7.8: Si le Lemme 7.6 est valable pour les diagrammes E, E' et les X' (v) alors il I' est aussi pour E,

E' et les N (v).

Supposons que les deux cocycles {t,} et {#,} de Gal(K/F) a valeurs dans T¢= (K) définissent la méme

classe dans H'(Gal(K/F), T+ (Ak)). Alors le principe de Hasse implique 1' existence de i € G*(K) tel que

t, = ad(ha(h™1))t,.
Donc en remplagant E par le diagramme adjoint £ défini par h nous pouvons remplacer t,, par t,,, ou plutot son

image dans Tg-, parce que
olad "t op)optoad h=ad h ' (ad(ho(h™))t,).

De la méme fagon le principe de Hasse nous permet de remplacer {s, } par un cocycle convenable {5, }.

Pour construire {3, } et {{,} nous nous rappelons la relation entre la classe fondamentale de 1' extension
globale K/ F et la classe fondamentale de 1' extension locale K,/ F;, ([1]). Celle de K, /F est contenue dans K,5;
celle de K/ F est contenue dans le groupe C'k des classes d 'idéles, etil y a un plongement K — Ck quis'étend
en un plongement Wx /r, — Wgk/p.

Soit {ay + (v)|o, T € Gal(K,/F,)} unreprésentant donné de la classe fondamentale de K,/ F,, et soient {c;}
des représentants a droite dans Gal(K/F') suivant Gal(K,/F,). Nous supposons que 1 € {o;}. Il existe un

représentant {a, - (v)|o, 7 € Gal(K/F)} de la classe fondamentale globale tel que

i) Pour o, 7 € Gal(K,/F,), a - (v) est1'élément donné dans K *.

ii) SiT € Gal(K,/Fy)alors -1 = 1.

Pour 0,7 € Gal(K,.F,) soit 35 - (v) la racine n-iéme de a,, - (v) choisie dans le chapitre VI. En général soit

Bs,(v), 0,7 € Gal(K/F') une racine n-iéme de o, - (v). Nous posons

5p,a,-r (U) = p(ﬁa,r (U))ﬁp_al;r (U)Bp,m' ('@ﬁ;}; ('U>7

ot p € Gal(F/F). Puisque 6", .(v) € F* nous pouvons écrire

p,0,T
8po.r(V) = 10p0,r(v) 20p,0,r (v),

o4, - estcontenudans F*® et 26, , - est un élément dont la n-iéme puissance est 1. Nous prenons 60;1 L(v)=
1,7 € Gal(K,/F,).

Soit v une place donné de . Nous construisons d 'abord un cocycle de Gal(K/F') a valeurs dans 7+ (A k)
dont 1" invariant local est A(v) en v et zéro ailleurs. Le groups 7= (A ) est un produit restreint sur tout v des
groupes
[T T, (Ku) = (T KX) @ X(Toy,).

wlv wlv
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Comme module galoisien sur Gal(K/F) ce module est induit et isomorphe &
Ind(Gal(K/F), Gal(K,/F,), K} © X.(Ts: ).

Soit
oi0 =ui(0)oj, u(o) € Gal(K,/Fy).
Le lemme de Shapiro nous donne un isomorphisme
H'(Gal(K,/F,),Tg- (K,)) = H' (Gal(K/F), 1“[ Tex, (Kuw))
qui s'explicite facilement. La classe du cycle {v,|oc € Gal(K,/F,)} s'envoie sur la classe du cycle {d,|o €
Gal(K/F)}, otla valeur de 0, en o; est v, ()-

Prenons par exemple le cocycle

Vo (v) = [ g
Te€Gal(K,/Fy)

attaché a A(v). Il nous donne

b (v): 03 — I1 Wy (o), (0) A,
r€Gal(K,/F,)

La composition des deux fleches

KX — [ KX = Ind(Gal(K/F),Gal(K,/F,), KX) — Ak

w|v
nous donne le plongement de K dans Ak et puis le plongement de 7+ (K,) dans Tg= (A ). Donc é,(v)
s'écrit

Do’ (T w0,

i reGal(K,/F,)
Dans cette expression o, (s),-(v) est un élément de K); donc un élément de Ind(Gal(K/F),
Gal(K,/F,), K,) dont la valeur en 1 est v, (o), (v) et dont la valeur en dehors de Gal(K, /F},) est 1.

L'image 6, (v) de §,(v) dans Cx ® X. (Te,) est

T107 ! (o, (0)7 0,

Mais

o; tui(o) = JO'j_l

et
-1

Ui (aui(("),'f—(v)) = agflui(g)77(v>a71 (’U>ao'_717ui(o') (U)

o7 (o) i
= aaflui(ff),f(v)

= o(a6;1 _’T(v)) Ugoriy (v)oz;ij,l (v)
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Puisque
ZT/\(’U) =0,
ona
b)) =TI  ag,(v) ).
r€Gal(K/F)

Choisissons aussi un représentant fixé {c, , } de la classe globale qui ne dépend pas de v. Alors
Qor (V) = g2 0(07(0))00 (V) 057 (v) L.
Si on pose

)= I 0-(0)"
r€Gal(K/F)

alors
a0 (0) = {10z Ho(0()o()}.
Puisque d,(v) = 1 pour presque tout v et tout o le produit

116, (v)

définit un cocycle a valeurs dans 7+ (A ) d'invariants A(v). Sif =[] 6(v) son image dans Cx ® X, (TG ) est

I15,(0) = {22 } to(@)0 ™'}

On a posé
A= M0 = X op e e
v oc€Gal(K/F)
Si on pose
o = H a;gna
T,
ona

[Tas™ = o(a)a™.

o, T
T

Nous choisissons un relevement & (v) de 0 (v) & Ik et nous posons

=11 I &,

v T€Gal(K/F)
Soit en plus
/8 — H d;;ns
T,

ol &r . est défini comme dans le lemme 7.4.
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Alors les

to = [10-(v)o(6'571)E8

définissent une classe dans H'(Gal(K/F), Te+,(K)) avec invariants locaux A(v). Nous construisons {5,} de
la méme fagon sauf que A(v) est remplacé par X (v). Les lemmes 7.7 et 7.8 nous permettent de supposer que
So = 55 etty =1,.

Nous construisons maintenant un relévement y, de t, a [ [[ T~ (K’ (v)w) olt K'(v) est une extension finie
v wlv

de K’ et ot le produit intérieur porte sur les places de K’(v) divisant v. Si on projette Y, o € Gal(F,/F,), sur
T+ (K'(v),) on obtient y, (v), aui doit avoir la forme prescrite.

Posons p(v) = nA(v). On reléve d,(v) en

d@)=T1 T 03" (Bui(o)- ()70 (),

i r€Gal(K,/Fy,)

Soit e, (v) une racine n-iéme de o, » dont les composantes en v sont les v, (v) du lemme 7.4. Si x. = n1). soit
b — H ,77__’;7(5,
T,

Nous posons
Yo = [ do(v)o(e b7 )eb.

C'est le relevement cherché.

Nous construisons un relévement z,, de s, de la méme fagon. Si z, = o(g)y,g~ " alors
Ty = To€o

avec

o € [TIT A(K'(v)w)

v wlv
ete,(v), o € Gal(F,/F,),s' obtient en projetant ¢, sur A(K'(v),).
Nousallons écrirey, = 'Y, %Y, et7, = ' X,2X, avec'Y,,' X, dans T (F) et?Y,,2 X, dans [] [ A(K'(v)w).

v wlv
Donc

Lo = 0(9)(1Y0)g_1 (2Y0)
et

£o = 2Y,2X 1 (mod A(F)).

Puisque {?Y,2X !} définira un élément de Q' (F, A) il nous suffira de calculer 1'invariant qui lui est attaché.
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Considérons d 'abord d, (v). puisqu'ona posé 8,-1 _(v) = 1,7 € Gal(K,/F,), il est égal a

T ui(o)Tu(v Ofluiar v
{Hﬁ s (o), _(v)7 ui (o) Tu( )}{Héoil,ui(a),‘r(v) o wi(o)Ta( )}.

Le premier facteur s ' écrit comme le produit de

o8, , (o) 057

1,T

et
oo T (v)
e
ke @ o’J ,T
Puisque §,-1 _(v) = 1et ) 7u(v) = 0 la premiére expression est égale a
(7.2) [T Bor(0)7.

r€Gal(K/F)

Nous posons
1

kAo' (U) = H k5071 wi(o)r (U)U; “i(U)Tﬂ(U)k5G’U;177(v)foo; Tu(v)

. i Wi
1, T

pour k = 1,2. Alors LA, (v) € Tg«(F) et

24,(v) € TT TT AK(0).,).

v wv
La puissance n-iéme de
Bor(0)75,70(e- () " e (v) " eqr (v)
est contenue dans F'*. Donc 1'expression est un produit

1 bo (’U)ng’q— (v)

ot 1b, - (v) € F¥ et
%bo,r(v) € [TTTK'(v)
vow
est une racine n-ieme de 1'unité.

Le produit (7.2) est égal a

{%Gikﬂwwﬁﬂm}{IHJ@A@%%@%@A@U““”lBAMQBAW},

T

Donc le produit
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est égal a
{ I1 731“}%0 'By?A5°Bs.
r€Gal(K/F)

Nous avons posé

= Z:u(v); kAU = HkAO(U)§ kBU = HkBU(U>'

v v

La somme est finit et les produits le sont aussi.

Si x, = nn, alors
p= ), on& =6
o€Gal(K/F)

et

OTI
Yo,r
T€Gal(K/F)

est égal a

[T Xena e = o(b)p~ TL 57
1 T,

On a posé
—1 —1
Eore = 0(77,5)70775707757077—
etona
1 2
60’,7’,8 = 60’,7’,8 6077',5-
Si
kca - H kgg;xg
T,E
et

kYa = kAakBakcav
alors Y, = 'Y, 2Y,. Nous construisons * X, de la méme fagon sauf que 1/ (v) et . remplacent z1(v) et ..
Nous calculons 2Y,,2X o 1gi2x, =24,2B,2C, ona
2y, 2X -1 = (24,241 (3B, 2B 1) (2C,2C ).
On observe d'abord que
2A02A;1 _ H 2140(1})2140(1})_1

et que 24, (v)?4,(v) ! est égal a

H260.71,ui(0-)7 (U)naflui(a)T(k(v)—X(U)) 26070.717_(U)—naoglr()\(v)—k/(v)) =1,

0T
parce que 26, , , est une racine n-iéme de 1'unité. Un calcul semblable nous donne

’B,?B;! = 1.
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Enfin

2 241 ko7 (Xe—X0
0,201 = [ Fegrlxexe)

T,

Ilrésulte dulemme 7.3 d 'une part quel'invariantattaché a {e, } dans H ~2(Gal(K/F), U) est {v, (mod X.(T}))}

et dulemma 7.4 d'autre part que cet invariant est {n, — 7}, (mod X,.(T¢,))}, et le lemme 7.6 est démontré.

4. Un invariant global
Dans la suite nous ne considérons que des groupes tels que G, satisfasse le principe de Hasse. Supposons

que nous ayons un groupe endoscopique global H et un diagramme global
D*: Ty 5Ty — Tae <2 T,

Un diagramme pseudo-global D sera un ensemble de diagrammes locaux D(v), un pour chaque place v.

Ty -5 Ty — Tor —2— T

D(v): TwTG(v),TG*
n(v)

Ta(v)

On suppose de plus que pour presque tout v le diagramme local E(v) obtenu en omettant Ty et Ty satisfait les
conditions du Lemme 6.10. Les \°(v) étaient fixés dans le paragraphe ci-dessus. Nous choisissons 1'invariant
A(v) attaché a E(v) de sorte que A\(v) — \°(v) € X.(Tg).

La donnée endoscopique s définit un caractére de X, (Ty) et au moyen de D un caractére x = x(D) de

X.(Tax). Sips € Xu(Tg-), 0 € Gal(K, /F,), et si

A=Y opt te — po € Xu(Tae,)

alors k() = 1. De plus & est invariant sous le groupe de Galois Gal(K/F).
Nous avons défini (T~ /F) dans le chapitre IL. Soit 82 (T /F) C &(Tg+/F) 1'ensemble des caractéres

tels que k() = 1 si il existe une place v telle que:

Z UTG*)\ =0.

Gal(K. /Fy)

Soit Z(D) = Z(D*) 1'ensemble des {u, |0 € Gal(K/F)} C X.(Tg~,) tels que

p= Y (oRh - s € Xu(Te)
Gal(K/F)

etk(u) = 1sik = k(D). Deux diagrammes D et D’ seront dits congruents si Z(D) = Z(D'). C'est évidemment

une relation d ' équivalence.
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Lemme 7.9: Si une des deux conditions suivantes est satisfaite alors les diagrammes D et D' sont congruents.
a) Les données endoscopiques qui interviennent dans D et D' sont les mémes.
b) Les sous-groupes de Cartan T~ et T, sont égauz et k'v~1 € RO (Tg+/F).

Comme d 'habitude les diagrammes nous permettent d ' identifier X (7¢: ) et X, (Té;,kd ). De toute fagon

opr = or,.w(o)

G*

avec w(o) dans le groupe de Weyl. Donc 1 — p/ ou

> (o7 = Do =Y (o7 = Dpa =Y (wlo) ™" = Dozl na

est toujours dans X, (7. ).
Si la condition (a) est satisfaite alors k = ' et w(o) est contenu dans le groupe de Weyl de H. Donc
K(p—p') =0et
K(p) = k(') = K'(1).

0

Si la condition (b) est satisfaite alors = p'. Si k' = kk” ona

I résulte du lemme 7.1 et de la définition de 8°(T+ /F) que k°(u) = 1.
Si D et D’ sont congruents et si on prend v, (E(v), A(v); E'(v), N (v)) comme dans le lemme 6.3 si 0 €

Gal(K,/F,) et égal & 0 sinon, alors
(0.0} = { S (B AW ') X (0) }

est bien défini modulo Z(D) = Z(D’).

Fixons une classe de congruence D et supposons qu ' elle contienne un diagramme global D. Soit
A= M) =) o7 (D) = 115(D)

avecn,(D) € X, (Tsz )- Si D est dans D nous posons

Mo (D) = vy (D, D) + 0y (D).

Ici 0 € Gal(K/F) et K est une extension galoisienne finie mais suffisamment grande.
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Lemme 7.10:

(@) Si D et D' sont contenus dans D alors
{ns(D) = no(D")} = {vo(D, D)} (mod Z(D)).

(b) Si D dans D est un diagramme global et si

DA =D ort e — 0o
alors
{ns} ={n-(D)} (mod Z(D)).
1l résulte des lemmes 6.6 et 6.7 que
{ve(D, D)} = {vo(D, D) — vo(D', D)} (mod Z(D))
= {no(D) —1s(D")},

et la premiere affirmation est vérifiée.

Si D est global et {7, } est défini comme dans (b) le Lemme 7.6 implique que

{ne = 16(D)} = {vo(D, D)} = {ns(D) —15(D)} (mod Z(D)),

ce qui vérifie la deuxieme affirmation.

Nous attachons a D € D 1'invariant

eD)=3 Mo)— D> (og, —Ln.(D).

o€Gal(K/F)
Soit N(D) le noyau de « dans X (Tg:).

Lemme 7.11:

a) I'invariant (D) est contenu dans X«(Tc= ) et est défini a un élément de N (D) pres.

b) Si D est un diagramme global alors e(D) est contenu dans N (D).

D' apres la définition (D) = 0. D' ailleurs

e(D) —e(D) =Y (A(v) =A(©)) = > (o7, = Vne(D) + Y (07 —1)ns(D)

=-> (o7, = ve(D, D)
=0 (mod X.(Tg)).
Si D est global
e(D) —e(D) =) (o7r. = V(1o —15(D))  (mod N(D)).

Donc 1'affirmation (b) résulte du lemma 7.10.



VII. Des Propriétés Supplémentaires Globales 101

Lemme 7.12: L'invariant (D), qui est pris modulo N (D), ne dépend pas du choiz des \°(v), A(v), et A(v).

Nous vérifions ce lemme en faisant usage du lemme 6.4. Supposons que A(v) soit remplacé par

Ao+ Y opl &) &)

Gal(Ky/Fy)
et A\(v) par
M)+ Y o V) —Eo(v)
Gal(K,/F,)
ol

S orh e (v) &) = 3 07! Elv) — & (v).

Nous posons &, (v) = £(v) = 0sio ¢ Gal(K, /F,) et

60 = Zgo(v)aga = ZEU(U>

Il résulte du lemme 6.4 que 7, (D) est remplacé par
1o (D) + &
parce que 7, (D) est remplacé par 1, (D) + &, et v, (D, D) par
ve(D,D) + & — &

Puisque Y A\(v) est remplacé par

DA +) (o7, -

v

1'invariant € ne se change pas.
Lemme 7.13: Supposons que les groupes endoscopiques qui interviennent dans D et D' soient égauz, de sorte
que N(D) = N(D'). Alors

e(D) —e(D') =) 0(E(v), E'(v)) (mod N(D)).

Dans la somme a droite §(E(v), E’(v)) est nul pour presque tout v. Cette somme est égale a

S(0-X0 - Y ) -ww).

v ceGal(K,/F,)

qui est congruent a

STA@) = YN @) =D 07k, = D(1e(D) = 10(D"))
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modulo N (D). Puisque

> (07! = Dne(D) = (07}, = 1)no(D) (mod N(D))

G

le lemme en résulte.

5. Les tores quirel eventde G
Nous avons fixé G et1'isomorphisme ¢: G — G* défini sur F. Nous disons qu'un sous-groupue de Cartan
T~ sur F' releve de G globalement ousur F's'ilyaunTg sur F etung € G* (F ) tel que la restriction VT T

de adg o ¢ a Tz 1'envoie sur T+ et est définie sur F'. Donc T+ reléve de G si et seulement si un diagramme

global
Tgs —— Tg-
E: \ TwTG T
Te
existe.

Soit E° un diagramme global donné et soient \°(v) les repéres introduits ci-dessus. Nous disons que T+
sur F' releve de G localement partout ou sur chaque F), s'il existe pour chaque v un diagramme

* <77—*TG*

Tg
E(v): o) TwTG(v),TG*
Tg(’l}>

Puisque le cocycle {o(p)p ™1} est trivial presque partout les diagrammes F(v) existent de toute fagon presque
partout et on peut méme les supposer non-ramifiés.

Nous avons attaché a E(v) des invariants A(v) et v, (E°(v), \°(v); E(v); A(v)), o € Gal(K,/F,), qui sont
presque tous nuls. Si 0 € Gal(K/F) mais ¢ ¢ Gal(K,/F,) nous posons v,(E°(v),\°(v); E(v),A(v)) = 0.

Soient
DNy = D> oy -
v

Gal(K/F)
et

ve = (E°(v),\(v); E(v),A(v)).

v

Nous posons

0= > (op,. =D —ve) = > A).

o€Gal(K/F) v

Soit enfin £2 1' homomorphisme de lemme 7.1.
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Lemme 7.14: On a 6 € X.(Tg=) et

Z O'TG*G =0.

o€Gal(K/F)

De plus la classe 0 de 6 suivant I'image de & ne dépend que de Tg-.

Il est évident que la norme de 6 est nulle. Selon les définitioins

Z AO(v) — Z A(v) — Z(a;;* — v, € Xu(Tex)

et
0= X(v) =D ozs g —1g =D A(w) =Y orlng—ng  (mod (X.(Tc,)).
Donc 6 € X.(Tg- ).
I résulte des lemmes 6.3 et 7.1 que pour des E(v), A\°(v), et A(v) donnés § ne dépend pas du choix de n2 ou
de v, (E°(v), \°(v); E(v), A(v)). Les lemmes 6.4 et 7.1 impliquent que # ne dépend pas du choix de \°(v) et A(v).
Sion a deux suites de diagrammes { E(v) } et { E'(v)} alors il existe des h,, € A(Tg(v)/F,) tels que E' (v) est
adjoint & E(v) relativement a h,,. Il y a un invariant x(v) € X, (Tg,.) = X.(Tg: ) attaché a {o(hy)h,'}. Selon

le lemme 6.9
0 —6=—-> pu),

et |'expression a droite est évidemment dans 1'image de £2. On lvait de plus qu'en remplagant les E(v) par
des diagrammes adjoints on peut remplacer 6 par 6 — " u(v), pourvu que p(v) soit pour chaque v 1'invariant
attaché a un élément de 9(T¢(v)/ Fy).

Supposons enfin que E! soit un autre diagramme global. Nous choisissons les A (v) de sorte que
M) = X(v) € Xu(Tgy,).
Les lemmes 6.6, 6.7, et 7.1 impliquent que

0—0"=> (o7} =10 —nb —v2")  (mod Im&,),

ou

vet =) (E°(0),A°(0); E' (0), A (v).

v

Il résulte des lemmes 7.1 et 7.6 que § — 0 € Im &. Je souligne qu'en vertu du lemme 7.1 on a

Z 0'7_«;* We — we € Im&,

si, par exemple, w, € X, (ngd) et

E —1
g, W — Wg =
Tg* (e e
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Lemme 7.15: Supposons que Gaq vérifie le principe de Hasse. On a 6 € Im & si et seulement si le sous-groupe

de Cartan Tg~ reléve de G globalement.

Si T+ reléve globalement de G on définit § au moyen de E° = E ot E est un diagramme global contenant
Te+. Cela donne 6 = 0.

Si @ = 0 on peut trouver pour chaque place v un y(v) € X, (T ) a norme nulle et tel que

D A@ +u) = Y (g, — Dws,
v Gal(K/F)
avec wy € X.(Tg=,). Il résulte de la théorie de Tate-Nakayama qu'il y a une classe globale , c'est-a-dire
dans H'(Gal(K/F), T (K)), avec invariants locaux A(v) + u(v). Soit v(v) la classe dans H'(Gal(K,/F,),
Tg= (Vy)) définie par o (o1 (v), 7. )w;;(v)_TG* . Son invariant est A\(v).

Nous avons besoin du lemme suivant, la preuve duquel nous différons.

Lemme 7.16: Soit T un tore sur le corps global F' qui se déploie sur ' extension finie K. Alors I' homomorphisme
HY(Gal(K/F),T(K)) — H'(Gal(K/F),T(K ®q R))

est surjectif.

Autrement dit on peut trouver une classe globale ayant des invariants donnés aux places infinies. Soit &
une classe globale dans H'(Gal(K/F),Tg- (K)) d'invariants ;(v) aux places infinies et soit 7 son image dans
H'(Gal(K/F),Tg: (K)). Nous pouvons remplacer § par 4'n~! pour supposer que d(v) ~ ~(v) aux places
infinies.

Soit G’ la forme tordue de G* définie par ¢. C'est aussi une forme tordue de G. La classe qui la définit
localementest1'image de w;cl (), Teon (v(v)6~1(v)) dans HY(F,, Gaa(F,)). Donc cette classe est triviale aux places
infinies. Mais (v)d~!(v) provient a chaque place d 'une classe dans H!(Gal(K, /F,), T (K,)). Donc la classe
dans H(F,, Ga(F,)) qui définit G’ provient de H'(F,, Gs.(F,)). Il résulte d'un théoréme bien connu qu ' elle
est triviale a chaque place finie, et le principe de Hasse implique alors que le cocycle global, {o ()~ 1d,¢)},
définissant G’ est trivial.

Si

U(Qp_l)(so‘:p = U(g)g_lv g€ Gad(ﬁ)

alors T+ reléve de
Tg=ad g~ ' oy ' (Tg)
au moyen de

Vg, Tee = @oad g.
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Nous revenons & la démonstration du Lemme 7.16. Supposons que les invariants p(v) soient donnés aux
places infinies. Il suffit de vérifier que 1' on peut trouver des invariants p(v) aux places finies tels que presque

tous les u(v) soient nuls et

ZM(U) = Z ‘71:1770 —TNo

c€Gal(K/[)
Ne € X (T).
Si v est complexe p(v) = 0. Si v est réel, G(K,/F,) ne contient que deux éléments 1 et 0,,. A chaque réel v

nous attachons une place finie v’ non-ramifiée dans K et telle que le Frobenius dans Gal(K, /F,/) soit conjugué

Aoy,

P, = TUUUTgl.
Nous posons u(v') = —7,u(v) et nous posons p(w) = 0 si w est une place finie attachée & aucune place réelle.
Ona

S = 3 al) = (o)

v réele

6. Une observation sur le principe de Hasse

D 'habitude le principe de Hasse s ' énonce pour les groupes simplement connexes, soit comme théoreme soit
comme conjecture. Donc pour soulager le lecteur et pour le convaincre que 1'hypo-
thése que Gaq satisfait le principe de Hasse, une hypothése que mous faisons désormais, n'est pas trés en-

nuyeuse nous vérifions le lemme facile suivant, qui semble étre bien connu mais que je n'ai trouvénulle part.
Lemme 7.17: Si le principe de Hasse est valable pour Gs. il I' est aussi pour Gaq.

Pour simplifier la notation nous prenons G simplement connexe. Le lemme de Shapiro nous ramene
immédiatement au cas ou G est absolument simple.
La suite

1A —G— Gag—1
nous donne un diagamme commutatif a lignes exactes:

HY(F,A) — HY(F,G) — HYF Gu.) — HFA)

l | | L+

oA (F,A) — [NHYF,G) — [[H'(F,Ga) — [[H*(F,,A)

Le symbole | [ dénote une somme directe d ' ensembles et le symbole [ ] un produit direct restreint.

v v
Puisque le principe de Hasse pour G est tenu pour acquis, il suffit de vérifier les deux affirmations suivantes:
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i) Soit V. 1'ensemble des places infinies. Alors 1'homomorphisme

n: HY(F,A) — ][ H'(F,,A)
€V
et surjectif.

ii) L'homomorphisme ¢ du diagramme est injectif.

Le groupe A est défini par un module galoisien fini U et 1'action sur A se factorise par Gal(K/F'), ou
K est une extension finie. Nous pouvons supposer que toutes les places infinies de K sont complexes. Nous
introduisons encore une suite exacte,
0=V WU — 0,
ot W est un module induit sur Gal(K/F) et un module libre sur Z. Cela nous donne une suite exacte,

1-A— Sy - Wy —1,

si W = Hom(W,Z),V = Hom(V, Z).

Utilisant le théoreme 90 de Hilbert on a
Sy (K) — HY(Gal(K/F), A(K)) — 0

I l

I Sw(k,) = I Sv(K,) — [ HGal(K,/F,),A(K,)) — 0
VEVo VEVo VEVo

L'image de £ est ouverte d 'indice fini. Donc pour vérifier la surjectivité il suffit de vérifier le lemme suivant.

Lemme 7.18: (Serre [27]) Soit T un tore sur F' et K une extension finie de F. Alors T(K) est dense dans
T(K xgR).
Nous pouvons supposer que F' = K. Choisissons une suite exacte de tores déployés sur une extension finie
L,
1-R—-S—->T-—1,
ott X, (5) etinduit. Alors S(F') est dense dans S(F' ®g R) parce que L* est dense dans (L ®g R)*.

Nous avons un diagramme a lignes exactes:
R(F) — S(F) — T(F)

! ! l

R(F®pR) — S(F®gR) — T(F®gR)
Supposons que ¢ soit dans T'(F Qg R). Choisissons un relévement s dans S(L ®g R). Alors s définit un cocycle
ay = o(s)s~1 a valeurs dans R(L ®g R). Selon le lemme 7.16 nous pouvons supposer que o, prend ses valeurs
dans R(L). C'est un bord dans S(L). Donc a, = o(s1)s; " et 1'image t; de s; dans T/(L) est contenu dans
T(F). Nous remplagons ¢ par t¢] ' et supposons que s € S(F ®g R). Mais il est alors approché par s’ dans S(F)
et ¢ parl'image ¢’ de s'.
Pour vérifier la deuxieme affirmation nous utilisons un résultat de Poitou-Tate (voir [28]). Nous omettons la

démonstration.
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Lemme 7.19: Le noyau de ¢: H*(F,A) — [[H?(F,,A), qui est un groupe fini, est dual au noyau de
v

v: HY(F,U) — [[H'(F,,U).

Soit Gal(F'/K) le groupe des éléments qui agissent trivialement sur U. Alors Gal(K/F) y agit fidélement.
Puisque

HY(K,U) = Hom(Gal(F/K),U)

il résulte du théoreme de densité de Tchebotareff que le noyau de
HYK,U) = [[H' (K, U)

est trivial. Le produit se prend sur les places de K. Donc le noyau de ¢ est contenu dans H' (Gal(K/F),U).
Il suffit de vérifier que le noyau de

HY(Gal(K/F),U) — [[ H (Gal(K,/F,),U)

v

est trivial. En ne considérant que les composantes p-primaires du module a gauche et en remplagant F' par une
extension convenable, nous ramenons le probléme au cas ot Gal(K/F') est un p-groupe.

Mais Gal(K/F) est un sous-groupe du groupe d'automorphismes d'un graphe de Dynkin connexe. Ces
groupes sont assez petits, ¢' est-a-dire soit triviaux, soit un des grouupes Z, ou S3, et en particulier ne contiennent

que des p-groupes cycliques. Il existe par conséquentun v tel que Gal(K, /F,) = Gal(K/F). Lelemme en résulte.
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7. Une hypoth ése globale
Soit T~ un sous-groupe de Cartan de G* défini sur F et soit k € R(Tg~/F'), le groupe de caractéres introduit

dans III.3. Nous y avons vu comment on attache a T5~ et x des données endoscopiques et un diagramme
D*: Ty 5Ty — Tae <2 T,

Supposons de plus que T+ releve de G localement partout. On a alors des diagrammes locaux

Ty % Ty — Tor —2— T

D(’U)Z TwTG(v),TG*
n(v)

TG (U )
Leur ensemble est un diagramme pseudo-global D = D(k). Le nombre (e(D(x))) est bien définie si D(k) est

congruent a un diagramme global.

Lemme 7.20: Soit & un élément donné de R(Tg~/F). Supposons, ce qui est évidemment possible, que les
VTe (), 1. qui interviennent dans D(k), k = £ (mod KT~/ F)) ne dépendent pas de k. Supposons que

D(k) soit congruent & un diagramme global. Alors
K(e(D(k))) = |82 (Te- /F)|R(e(D(R)))
k=k (mod KO (Tgx/F))
st T+ releve de G globalement et 0 autrement.
I résulte de la définition que e(D(k)) = e(D (%)) sik =k (mod &°(Tg~/F)). Donc ' égalité se ramene a
1'égalité

Y. wEeDR) = 18T /F)

KERO (T / F)
si T~ reléve de G globalement et 0 sinon.

Selon le lemme 7.14, la valeur x(6) est bien définiesi k € (T~ /F). Le lemma 7.15 implique que la somme

> k()

KERY (T | F)

est |R%(Tg+ /F)| ou 0 suivant que T+ reléve de G ou non.
Considérons la somme £(D) + 6, o D = D(k). On peut supposer que le diagramme global E° définissant

6 fait partie d ' un diagramme D° congruent a D. La somme est égale a

= > (ot = meD)+ DD (opk = DS — vo),

oceGal(K/F) c€Gal(K/F)

ol vy = V(DY D). Il résulte des lemmes 7.1 et 7.10 que

K(e(D) +0) =1
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sik € RO(T+/F), ce qui implique le lemme.

Dans la suite nous admettrons 1'hypothése suivante, qui nous permettra d'utiliser le lemme que nous
venons de démontrer. Pour chaque donnée endoscopique globale nous pouvons trouver des facteurs de transfert
A(v,D(v), ¢om) tels que pour chaque diagramme pseudoglobal D congruents a un diagramme global et chaque

v € Ty (F) régulier dans G la valeur A(y, D(v), ¢m) est 1 pour presque toute place v et

[TA(Y, D(v), ¢r) = r(e(D)).

Pour rendre cette hypothése un peu plus plausible nous vérifions deux lemmes simples.

Lemme 7.21: Supposons que D soit un diagramme pseudo-global et que pour chaque v ' élément h, soit dans
A(Te(v)/Fy). On suppose que h, est trivial pour presque tout v. Soit D' = {D'(v)} le diagramme adjoint
défini par les h,. Alors ' égalité

IZIA(%D(U)@H) =r(e(D)),  veTu(F),

implique ' égalité

[TA(y, D'(v),¢n) = 6(e(D)" v € Tu(F).

v

Selon le lemme 3.1
O, (1 o) = KI0) s ) (7' o)

siy’ = ad a=!(v). Par conséquent

A(’Y/’ Dl(”)v ¢H) = H(hU)A(’Ya D(U)’ (bH)

et
Mais 1' égalité

résulte des lemmes 6.9 et 7.13.

Lemme 7.22: Supposons que ' hypothése locale soit vérifiée. Alors si 1" hypothése globale est vérifiée pour G*

elle 1" est aussi pour G.

Les facteurs A(vy, D*(v), ¢ ) sont fixés en sorte que 1' hypotheése globale est vérifiée. Supposons que H soit
défini par des données endoscopiques globales. Il y a deux possibilités:

(a) Les diagrammes pseudo-globaux de la forme D = {D(v)} ol
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Ty Ty To- Ta

sont tous congruents a un diagramme global.
(b) Aucun de ces diagrammes n'est congruent a un diagramme global.

Dans le deuxiéme cas il n'y a rien a vérifier. Dans le premier cas on fixe un diagramme D et on pose

A('Y’D(v)v(rbH) = CUA('Y*aD*(U)vQ/)H)vD*(U) =D,

sivy € Tg(v)ety* = UVTe(v), T (7). Les ¢, sont des constantes, presque toutes égales & 1 et telles que

[Tev = R(e(D)).

Donce si vy provient d 'un élément de Ty (F')

[1A(7, D(v), ¢r) = R(e(D)) [TA(Y", D*(v), ) = F(e(D))

v
parce que

R(e(D*)) = B*(e(D")) = 1.

Selon 1' hypothése locale on a en général
A(y,D(v), ¢r) = evk(0(D(v), D(v)))A(7, D (v), $n).-

Puisque k = & le lemme 7.13 implique 1' égalité

[1(v, D(v), ¢u) = r(e(D))r(e(D) — (D)) = k(e(D)).

v

Dans le prochain chapitre nous tirerons quelques conséquences de 1' hypothése et du lemme 7.20.
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VIII. Stabilisation Partielle

Je n'ai pas visé dans ces notes la vérification d ' une formule des traces stable. Mon seul but est de montrer
qu'en manipulant les termes elliptiques réguliers on peut arriver a une approximation convaincante de la formule

(2.2). La stabilisation compléte n'est achevée que dans quelques cas particuliers (voir [13], [25]).

1. Une premi ére réduction
Nous employons les noations de I1.2. Le terme elliptique régulier de la formule des traces s ' écrit

(8.1) %5@) mes(, ZG, (G)\G(Ar)) /G e, T 9

Chaque terme dans la somme est fini et elle converge absolument. Donc nous pouvons la manier a notre gre. La

somme porte sur un ensemble de représentants des classes elliptiques réguliéres relativement a 1' équivalence
Y1~ Yo =y =2 ye, €€ G(F), z€0ZNZ(F).

Nous disons, bien que ce ne soit pas la définition habituelle, que vy est elliptique régulier si son centralisateur G,
est un sous-groupe de Cartan anisotrope modulo le centre Z. L' entier 6(-y) est égal au nombre de z € ¢ Z N Z(F)
tel que 2y = e~ 'ye pour une € G(F).

Soit T un ensemble de représentants pour les classes de connjugaison sur F' de sous-groupes de Cartan
elliptiques et soit T, un ensemble de représentants pour les classes de conjugaisons stables. Si 1" est un sous-
groupe de Cartan arbitraire sur F soit Q% (7, G) le quotient du normalisateur N°(T') de T dans G(F) par T'(F);
et soit Qp (T, G) le groupe des éléments du groupe de Weyl absolu dont 1'action sur 7" est définie sur F. Il est
évident que Q% (T, G) C Qp (T, G). Nous réécrivons (8.1) comme

mes(, ZT(F)\T(A))
fo 1Q%(T, G)

(8:2) [l vg)dg.

o Z(FNT(F) /T (ANG(A)

La somme intérieure parcourt 1' ensemble des éléments v dans T'(F') dont le centralisateur est 7. Nous avons
posé A =Arpet, Z(F)=,ZNZ(F).

Pour justifier ce changement nous observons d 'abord que dans la somme (8.1) on peut supposer que chaque
~v est contenu dans un 7' de 7. Nous pourrons alors essayer de faire la sommation sur tout T et tout y dans T'(F)
et régulier. La comme continue a converger parce que chaque classe intervient au plus |Q% (7', G)| fois. En effet,
si onpose

(T, G)y ={w € Qp(T,G) | 1 =7 (mod ,Z(F))}

la classe de v intervient avec la multiplicité

291,60
20T, G),|
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On obtient (8.2) en observant que

3(y) = 95(T, G),/.

Comme pour les corps locaux on pose
@7(7, f) :/ flg™"vg)dg
T(ANG(A)
etsid € 9(T/F) est représenté par a € A(T/F') on pose
(I)T5 (767 f) = (PTG (’ya7 f)

Nous remplagons (8.2) par

mes(,ZT(F)\T(A
(53 e T3 a6t

Tt W Z(F)\T(F) 9(T/F)

Puisqu'il est évident que chaque 7" € TestunT®aveca € A(T/F) etT € T le seul probléeme est de compenser
le superflu.

Supposons que T et h € A(T/F) soient donnes. Le nombrede § € ¥(T/F) tels que T" et T'9, ot g représente
§, sont conjugués est égal au nombre de § dans A(T"/F) tels que T" et T"9 sont conjugués, o1 g représente

maintenant le nouveau 6, car g — hg donne une bijection: J(T"/F) — (T /F). Ce nombre est égal a
[T"(F)N(T")\N(T")| = [T"(F)N(T")\N(T"),

ot N(T") est le normalisateur de 7" dans (7" /F). L' ordre du quotient a droite est

2 (T", G)|
|Q5(T", )|

Puisque

Qp(Th, G) ~ Qr(T,G),

on obtient la formule.

2. Une deuxi eme réduction

Nous fixerons T' et un -y dans T'(F') régulier et considérerons

(8.4) > B (¥, f).

9(T/F)

Mais pour cela il nous faut des considérations préalables; nous y reviendrons dans le Lemme 8.5.
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Nous avons introduit dans I1.3 les groups (T'/F) et £(T'/ F,). Soient
E(T/A) = ©uE(T/Fy),
HT/A) =@, 9(T/F,) C E(T/A).
On observe que ¥(1'/A) n'est pas un groupe en général. Il y a une application
Lemme 8.1: Supposons que Gy vérifie le principe de Hasse. Soit 6 € E(T/F). Alors 6 € 9(T/F) si et
seulement si pp/p(0) € 9(T/A).

Ilest évident quel'image de ¥(T'/ F') est contenue dans ¥(1'/A). Supposons que J soit contenu dans E(T'/ F)
et op/p(9) dans ¥(T/A).

Nous nous rappelons qu'on a construit dans [18] un diagramme

—-D—1

1 —-Gee —

= Qe ) s — =

Le groups A estun tore et X ,.(A) estun module induit de sorte que H }(F, A) = {1}. Le diagramme correspondant

de sous-groupes de Cartan est

1 =T — T —D—1




VIII. Stabilisation Partielle 114

Les applications 9(T/F) — 9(T/F) et 9(T/A) — 9(T/A) sont injectives. Remplacant G par G nous supposons
qu'on a une suite exacte

1—-Ts5e —-T—D —1,

dans laquelle D est un tore. Si L est une extension galoisienne finie qui déploie 1" alors
1-T(L)—>T(L)— D(L)—1

est exacte.
Soit {0, | ¢ € Gal(L/F)} un cocycle a valeurs dans Ti.(L) qui représente 6. Nous avons supposé qu'il y
aun cocycle {7, | o € Gal(L/F)} a valeurs dans Ti.(L ®g R) qui est un bord dans Gsc(L ®q R) et qui satisfait

1'équation
(8.5) Y10, = o(a)a™t

avec o € T(L ®g R). Nous voulons en déduire que J, est cohomologue dans T'(L) & un cocycle 3, a valeurs
dans Ty(L) qui est un bord dans Gs.(L ®g R). Selon un théoréme bien connu il est forcément un bord dans
Gse(L ®q Q,) pour chaque nombre premier p, et le principe de Hasse implique alors qu'il est un bord dans
Gsc(L). Nous concluons que § est contenu dans 9(T'/ F).

Nous avons besoin d ' un lemme.

Lemme 8.2: Soient F' un corps local de caractéristique zéro, L une extension finie galoisienne de F', et G un
groupe algébrique sur F. Soit {75} un cocycle de Gal(L/F) a valeurs dans G(L) et supposons que {7y} soit

un bord. Alors chaque cocycle {B,} tel que B, est suffisamment proche de vy, pour tout o est aussi un bord.

Admettons ce lemme et terminons la démonstration du Lemme 8.1. Soit @ 1'image de a dans (L ®qg R).
L'égalité (8.5) implique qu'il est contenu dans D(F ®g R). Selon le lemme 7.18 il y a un & dans D(F') qui
lui est proche. Le théoreme 90 de Hilbert implique de plus que € est 1'image d'un € dans T'(L). Puisque
o(e)e™t € Ty (L) pour tout o, nous pouvons remplacer §, par o(c)e~1d, et supposer que @ est proche de
1'identité. On a o = a1 2 vec ap proche de 1'identité et oy dans T (L ®Q R). On choisit une approximation €1
de a; dans Ty (L) et puis on remplace d, par o(e1) " 'e18,. En effet on peut enfin supposer que d, est proche a
~» pour tout o; et alors selon le lemme 8.2 il suffit de prendre {5, } = {d,}.

Revenant au Lemme 8.2 lui-méme nous supposons pour la durée de sa démonstration, d ' ailleurs trés courte,
que F est local. On tord G en remplagant 1'action du groupe de Galois par o: ¢ — 7, '0(9)7,, ce qui donne
un nouveau groupe G’ sur F. Si 3, est un autre cocycle a valeurs dans G (L) alors v, '3, = 3, est un cocycle a
valeurs dans G'(L). C'est un bord si et seulement si {3, } et {7, } sont cohomologues. Donc en passant a G’ au
besoin on peut supposer que v, = 1.

Le groupe Gal(L/F) est résoluble et la démonstration se fait par induction sur son ordre. On vérifie que si

chaque f3, est prés de 1'identité alors 3, = o(a)a~! avec a prés de 1'identité.
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Supposons que ' G E G L et que E/F est galoisien. Selon 1'hypothése inductive, il existe o pres de
1'identité tel que 3, = o(a)a~! pour o € Gal(L/E). On remplace 3, par o(a) ! 3, et on passe a 1' extension

Si E n'existe pas le groupe Gal(L/F') est cyclique d ' ordre premier ¢. Soit o un générateur. Si § = (3, alors

Les ensembles G(L) et G(F) sont des variétés analytiques sur F'. Choisissons dans un voisinage de 1'identité

dans G(L) une sous-variété V' complémentaire a G(F). Le jacobien de 1' application
(u,v) — o(v) uw, u € G(F), veV,
aupoint (1, 1) n'est pas nul et donc1' image de cette application contient un voisinage de1'identité, et1' équation
B =o(v) tuv

a une solution avec u et v prés de 1. Mais alors u’ = 1.
Soit maintenant T~ un sous-groupe de Cartan de G* qui est défini sur F' et qui releve localement partout

de G. Soit E = {E(v)},

E(v): TwTG('u),TG*
n(v)

T (v)

un ensemble de diagrammes locaux. Donc pour chaque v on choisit E(v) et on exige que E(v) soit non-ramifié
pour presque tout v.
Les diagrammes attachent a chaque d. € E(Tg+/A) des 6(v) € E(Tg(v)/F,). Soit . dans Tg»(A) aux

composantes v, (v) et soit v (v) 1'image de v(v) dans T (v)(F, ). Nous posons
p Y« (v) Y« (v) gede P

P (Vs fo3 E(’U), 5*) = (I)Tg(’u)‘s("’) (’Y(U)S(U)v fv)
sid(v) € T (v)/Fy) et
P (Vs fo3 E(’U), 5*) =0
sinon.
Pour presque tout v le groupe G est quasi-déployé sur F), et déployé sur une extension non-ramifiée L.,.

D'ailleurs pour presque tout v la fonction f, est le quotient de la fonction caractéristique d'un sous-groupe

compact hyperspécial par sa mesure. Il est par conséquent évident que pour un tel v

(Vs fo; E(v),64) =0
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si v« (v) n'est pas dans le sous-groupe compact maximal de T+ (F,). En particulier il n'y a qu' un nombre fini

de 7, réguliers dans T+ (F) qui sont tels que

q)(’y*va;E(U)vts*) 7é 0

pour au moins un 4, et tout v.
Nous allons vérifier maintenant que pour un v, donné régulier dans TG« (F') iln'y a qu'un nombre fini de
d4 tels que
(e, fo3 B(v),0) #0

pour tout v. En plus presque toutes les composantes locales d'un tel §. sont triviales. C'est en effet une

conséquence du lemme suivant.
Lemme 8.3: Soit T = T (v) et supposons que:

i) le diagramme E(v) soit nonm-ramifié relativement auz sous-groupes compacts hyperspéciaux U, et U} ;
ii) la fonction f, soit la fonction caractéristique du sous-groupe Uy;

iii) ' élément v de T'(F,) soit contenu dans Te«(Fy,) MU, et a(7y) ne soit congru a 1 modulo g, pour aucune

racine .

Soit a € A(Tg(v)/F,). La fonction g — f,(g71v%g) sur G(F,) est identiquement nulle sauf quand la classe §
dans £(Tg(v)/F,) attachée a a est triviale. Alors elle est la fonction caractéristique de a=*T(F,)U, NG(F,).

Puisque E(v) est non-ramifié relativement & U, le point x dans X, 1'immeuble de Bruhat-Tits de G(L,),
qui définit U,, est contenu dans 1'appartement A de T'(L,). Nous pouvons supposer que a € G(L,). Selon
1'hypothese (iii) et (3.61) de [37] 1' ensemble de points fixes de y dans X est contenu dans A.

Donc f,(g7'7%g) est 1 ou 0 suivant que agz soit contenu dans A ou non. Si A contient agz alors agx = tz,
t € T(Ly) et h = t~lag stabilise z. Les arguments habituels impliquent que h = o(k~1)k, ot k stabilise z. Il en
résulte que ¢ est trivial, et le lemme est vérifié.

Il nous permet de poser

(I)(’Y*afaE7§*) = H(P(V*)fU’E(U)?é‘*)

v

et

®(7*5f7E7H): Z H((S*)(I)(’Y*,f,E7§*)
5.€9(Tg=/A)
sik € R(Tg+/F).
Le caractére x définit un diagramme D™ et les diagrammes D* et E définissent ensemble un diagramme D.

Nous posons

q)%c* (’Y*af) = O
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si D n'est congruent a aucun diagramme global. Si D est congruent a un diagramme global nous posons

(I)?G* ('Y*a f) = ’%(E(D))q)(’)/*a [ ELK).

Lemme 8.4: La valeur ®%__ (7«, f) ne dépend pas du choiz de E. Sia € U(Tg-/F), si T = T, vi = 7L,

et si k' s'obtient de k par transport de structure alors
5 () = V5 (0 f).

Tout autre choix de E se déduit d'un E donné en prenant les diagrammes adjoints des E(v) relatifs a des
h, € A(Tg(v)/F,). Cela multiplie ®(v., f, E, ) par [[ kv (hy) ™!, ol le caractére x, est 1'image de k dans
R(Tg+/Fy). Mais selon les lemmes 6.9 et 7.13

et

ko (0(E' (v), B(v))) = k().

Sia € A(Tg+/F) alors a € A(Tg~/F,) pour chaque v et [[ 5y (a) = 1, ce qui donne la seconde affirmation.
Le noyau de E(Tg+/F) — E(Tg+/A) est fini, et le groupe R(Tg«/F) 1'est aussi. Leurs ordres soient
1 (F,Tg~,G*) = 1(F,Tg+) et 1a(F, Tg+, G*) = 12(F, Te+). Nous posons

Ll(Fa TG*)

FT*G*:FT*: .
L( s LG*y ) L( 3 G) LQ(F,TG*)

Lemme 8.5: Soit v* € Tg«(F) régulier. Considérons

(R Te) S (e ).
KER(Tax /F)
a) Si Tg~ ne reléve pas de G globalement cette expression est €gale a zéro.
b) Si T~ reléve de T alors elle est égale a

PR (AN

6€¥(Ta/F)

86 Ve = Y75, (7)-

On observe qu'il s'agit ici de la somme (8.4) avec T = T¢.
Nous vérifions la deuxieme affirmation d'abord. Puisque la classe de conjugaison stable du vy qui y
intervient est bien définie la somme est aussi bien définie. Si on définit &7, (v, f) a partir d'un diagramme

global contenant 7Tz nous obtenons

7. (Vs f) = Z k(0) 1 O s ™, f.)
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parce que x(e(D)) = 1. La somme parcourt £(Tg/A) = E(Te+/A). 1l résulte de la théorie de Tate-Nakayama
que 0 estdans lenoyau de tout k € (TG~ /F) sietseulements'il estdans1'image de E(T'/F'). Donc en sommant

sur k nous obtenons

w2(F, Tgx) > [T 750 (™), fo)-

Image &(1/F) "

Tenant compte du lemme 8.1, des définitions et de 1' égalité

q)Tc‘s; (,757 f) = H (I)Tg(") (,75(1})7 f’lj)v

oud € E(T¢/F) a pour image {6(v)}, nous obtenons 1' énoncé.

Pour vérifier la premiér partie il suffit de montrer que pour chaque x donné
0
KOERO (Tgx | F)

0

Siles diagrammes attachés a Tz« etles kK" ne sont pas congruents a un diagramme global c' est une conséquence

immeédiate de la définition.
Si au contraire ils sont congruents a un diagramme global nous fixons un £ = {E(v)} et 1'utilisons pour

construire des diagrammes pseudo-globaux D(rx"). Notre somme est égale a

S rR(e(D(rR)) 3 K(6.)R0(8.) 8 (v, £, B, 6.).

[

Mais R°(Tg~/F) est précisément le groupe de tous les éléments x° dans &(Tg- /F) tels que
R0(6,) = [T =26, () = 1

pour tout 6, € E(Tg/A).

Il en résulte que la somme intérieure ne dépend pas de x°. L' égalité

Z kK" (e(D(kK"))) =0

est vérifiée dans le lemme 7.20.

Le terms elliptique régulier de la formule des traces s'écrit maintenant

mes(, ZT* (F)\T*(A))o(F, T* .
(8.6) Tz ( |Q(F()T\*7G(*))) (£ 1) (;*( )Z%*(%,f).

Dans cette expression T est un ensemble de représentants des classes de conjugaison stable de sous-groupes
de Cartan elliptiques de G*. La somme au milieu ne parcourt que les éléments réguliers de ,Z (F)\T*(F'). On
consideere ,Z et Z(F') somme des sous-groupes de G*(A) et on a utilisé 1' égalité |Qp (T, G)| = |Qp(T*, G*)|

qui est valable si T reléve de T'.
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La somme converge dans 1'ordre donné, mais il n'est pas encore démontré qu'elle converge absolument.
C'est une question a laquelle nous reviendrons, cependant sans la résoudre. Pour 1'instant nous admettons

qu'elle converge absolument.

3. Utilisation de | 'hypoth éese globale
Nous avons attaché dans I1.5 a un couple 7™, k des données endoscopiques et un diagramme D*. Si

T* = Tg- etsi D* est congruent a un diagramme global alors

@ (e £) = WD) T ¥y (Y0 )

L 'hypothése globale nous permet de réecrire 1' expression a droite. Elle est égale a

(8.7) [TAG D). 01)@5:, ) (1(0). £r) = 19, (1. £27)

si v dans Ty correspond a 7, dans Tg+. Si on pose f = 0 quand D* n'est pas congruent a un diagramme
global on obtient la méme égalité en général.
Si on a des connées endoscopiques (s, “H, X BY,, LT% {~,+}, p) on peut introduire le groupe A de g dans

ad(LGO) tel que

YHy = g("H°),"BY = g(*BY)," T = g(*T})
Yga” = g(Ya”)
et

(8.8) g(s) = zs

avec z dans le produit du centre de G? avec la composante connexe du centre de ©H. 1l est isomorphe a un
sous-groupe du groupe de Weyl absolu et donc fini. Son ordre est un invariant de la classe & des données; on le
note A\(&).

Nous disons que & est elliptique si la composante connexe du centre de L H est contenu dans le centre de
L@, ce qui est évidemment le cas si & est défini par (7, x) avec un T elliptique. Pour des données elliptiques le
2 qui intervient dans (8.8) est dans le centre de “G°.

Supposons que 1'on ait une classe & elliptique et un diagramme partiel

v

TH TH Tg*

ainsi qu'uny € Ty (F). Il y a alors au moins un diagramme

v

Ty Ty Ta- i Tox
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dans laquelle la classe stable de T+ est déterminée par celle de Ty et qui nous donne 7, € Tg+(F),1'image de
7. Puisque un s qui définit la classe est contenu dans LT qui s'identifie avec Hom (X, (Tg+, C*), cet s définit,
en le transportant & T+, un élément « dans K(Tg~/F'). En se souvenant que & est elliptique on voit que & est
bien défini et ne dépend pas du choix de s.

Nous nous demandons combien de couples (7., ) on obtient de cette fagon, mais en supposant que les
v que 1'on obtient sont réguliers dans G*. Si on a deux diagrammes, définis par 7 et 7, alors = 1 o w avec
w € Qp(Tg~,G*). Donc le nombre de couples est [QQp(Tgx, G*)|.

Sil'on prend pour TG+ un des groupes 1™ intervenant dans 8.6 alors, comme nous avons vu dans (8.7) la
valeur de ®%.. (7., f) ne dépend pas de couple (v, %) et est égale a ®5¢ (v, f). Pour simplifier ce qui suit nous

notons cette valeur commune ®. La contribution de ces |2 p(Tg+, G*)| couples a (8.6) est

(8.9) mes(oZT* (F)\T*(A))(F, T*)®.
On observe que

mes(oZT* (F)\T* (A)) = mes(o 2T (F)\ T (A)),

les gruupes eux-mémes étant égaux.

Pour obtenir notre approxiamtion a la formule (2.2) il faut remarquer que plus d ' une classe stable de sous-
groupes de Cartan de H ou plus d'un « dans T (F') peut donner le méme ensemble de (7., k), bien que la classe
de données endoscopiques soit déterminée par cet ensemble.

Siy € Ty (F) et”y € Ty (F) définissent le méme couple alors il y a un diagramme commutatif

Ty TG*
\ n
(8.10) " Th Tg~ @
/ R
TH TG*

Le fleche en haut et la fleche en bas sont définies sur F. Les deux fleches w et 1 sont induites par des automor-
phismes intérieurs de G* et H, et en plus w fixe k.

Si 7y est donné la fleche en haut définit vy, et 1'inverse de celle en bas définit 7, qui est alors 1'image de ..
Le morphisme w est donné par un élément du groupe de Weyl absolu. Il n'est pas nécessairement défini sur F,

mais en utilisant le diagramme pour identifier Ty et T+ aussi bien que Ty et T+ on a

wo(w ™) = wor,.w log!, = pop,n o, = po(u™h),

ce qui implique que wo(w™1) € Q(Ty, H) pour tout o dans le groupe de Galois.
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Inversement si un w donné satisfait a cette condition alors selon un théoreme bien connu de Steinberg [34]
on peut trouver un Ty et un p tel que wo(w™l) = po(p™t) pour tout o, ce qui nous permet de construire un
diagramme (8.10).

Le diagramme

v

Ty Ty Tor——Tex

étant donné, soit Q7 (T+, G*) 1'ensemble des w dans Q(Tg+, G*) qui fixent « et sont tels que wo(w™!) est dans
Q(Twy, H) pour tout o dans le groupe de Galois. On vient de voir qu'il est possible d'attacher a chaque w dans
QF (T, G*) un p = p(w) et un Ty, Deux éléments w et wy définissent la méme classe stable de sous-groupe de

Cartan de H si et seulement si

wio(wih) = Cwo(w He(¢TY), o€ Cal(F/F)
avec ¢ € Q(Ty, H). Donc les classes stables qui apparaissent sont parametrisée par les classes doubles
(8.11) Q(Ty, H)\Q (Te, G*) /5% (Te, GF).

Nous vons posé

05 (Tae, G*) = Qp(Tae, G*) N Q*(Ta, GF).

Nous vérifions que pour un ensemble donné de (7., ) la somme

1
2 |2 (Th, H))|
qui est étendue aux classes stables Ty et aux ¥ € Ty (F) intervenant dans (8.10) est égale a \(S).
Nous vérifions d 'abord que pour un Ty donné le nombre de 4 qui interviennent est égale a |5 (T, G*)|.
Pour ceci on peut supposer que T = T et que i est 1'identité. Mais alors w € Q5 (Tg-, G*).
Donc la somme s ' écrit comme une somme sur les classes doubles (8.11) de

9% (Te-, G7))|

(8.12) 0 (T, 1)

1

L'isomorphisme p nous permet d'identifier Q(T, H) et Q(T4, H), au moyen de o <+ = *au. Puisque

o(p~tap) = p~H (po(p™ o(@)o(w)p™ ) = p~H(wo(w o (a)a(w)w™),

on a

Qp (T, H) = w ' Q(Ty, H)w N Q5 (Te-, GF).

Par conséquent le quotient (8.12) est le nombre de classes a droite suivant Qp (T, H) dans la classe double et la

somme est égale a
2" (Te-, G|
Q(Tu,H)
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Nous vérifions enfin que le groupe Q% (Tg+, G*)/Q(Ty, H) est isomorphe a A(S). La fleche T — Tg-
nous permet d'identifier Q(Tg~, G*) et Q(L'T°, 2G?). Nous pouvons supposer que le s qui définit “ H est dans
LTO0etque LTy = LT°, L BY, = L BO. Alors A(&) estisomorphe au sous-groupe des éléments de Q" (T+, G*) qui
fixent 1' ensemble des racines de LT, positives par rapporta = BY. Mais Q% (T, G*) est le produit semi-direct
de ce groupe et Q(Ty, H).

Puisque @%H (7, fH) est égal a ® pour tous les T et ¥ qui interviennent nous déduisons que

S A s o T (F\T (AL, T 5, (7.7
est égal a (8.9).

Pour obtenir le remaniement cherché de la formule des traces il nous faut le lemme suivant

Lemme 8.6: Supposons que Ty et Tg+ et Ty et Tl sont liés par des diagrammes D et D' correspondant

la méme classe de données endoscopiques et que T+ et T, sont anisotropes modulo le centre. Alors

UF,Tg)  oF,TE)

F,Ty) (F,Ty)

Soit « la valeur commune de ces quotients. Nous posons

(07

(G, H)=1(6) = &)

Alors en supposant que la somme (8.6) converge absolument nous déduisons du lemme qu'elle est égale a la

somme sur les classes elliptiques de données endoscopiques du produit de «(G, H) et de

DY mes(0ZTw)\ T (A))u(F, T ) 2%, (v, f1)

(8.13) 0 (T )]

Tst(H) v€TH (F)

La somme intérieure parcourt des -y dont 1'image dans T~ (F') est réguliére.

Si on admet que la trace stable pour le groupe quasi-déployé a pour terme elliptique régulier

> X

Tt (G) YET g+ (F)

mes(0ZTg (F)\To- (A))u(F, T-) @5 (7. /)
Qp (Ta-, G*)|

alors la somme (8.13) est presque le terme elliptique pour le groupe H et la fonction f*, et nous avons une forme
approximative de la formule (2.2), les termes correctifs n'intervenant pas a notre niveau d'approximation sauf

pour les groupes endoscopiques non elliptiques ot ils absorbent tout.

4. Vérification du dernier lemme cohomologique
Il s'agit du Lemme 8.6. Sa preuve est assez longue. Shelstad m'a fait remarquer que pour un groupe
simplement connexe le nombre ¢(F, T+ ) n' est, selon un théoréme bien connu d ' Ono, que 1'inverse du nombre

de Tamagawa de T+, mais je n'ai pas su utiliser cette observation pour simplifier la démonstration.
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Pour la commencer nous nous délestons de toute notation superflue. Nous supposons surtout que G est

déja quasi-déployé, ce qui nous permet de supprimer tout astérisque. Nous posons
T=Tg, T'=T¢, S=Tu, S =Ty,

et nous nous souvenons que le centre de G est supposé connexe et donc que 1'homomoprhisme Gg. — G est
un plongement. Le lemme étant trivial pour i{ = G, nous supposons que la dimension de H est strictement plus
petite que celle de G. Le diagramme D nous donne un isomorphisme entre S et T" et puisque X . (Ssc) € X« (Tc)

nous avons un homomorphisme ¢: Sgc — Tyc.

Lemme 8.7: Soit L une extension galoisienne fini de F' qui déploie T'. Alors le noyau de
H'(Gal(L/F), Tue(L)) — H'(Gal(L/F), Tsc(AL))

est contenu dans l'image de
H'(Gal(L/F), Ssc(L)) — H'(Gal(L/F), Tsc(L)).

On ne perd rien dans ce lemme en supposant G simplement connexe. S'il se décompose, alors Ty et S
se décomposent aussi, de sorte qu'on peut supposer GG simple. Enfin en utilisant le lemme de Shapiro on peut
supposer qu'il est absolument simple.

Nous posons

Y = QX*(SbC) N X*(Tsc)

et définissons Z et U par 1' exactitude des diagrammes

(8.14) 0-Y > Xi(Tee) = Z—0

(8.15) 0— Xi(Sse) 2 Y >U—0.

Il'y a deux actions du groupe de Galois sur ces modules. L'une qui apparait dans 1'énoncé du lemmes et
dans ces diagrammes est celle définie par 1'action naturelle sur X, (7). On la dénotera y — o, o € Gal(F/F).
Pour obtenir 1'autre, notée 1 — &, on choisit un ensemble de racines simples de 7T dans “ H° comme dans
[18] (p.708) et on écrit 0 = w(o)& ot w(o) dans le groupe de Weyl de L7 relatif a “ H? est choisi en sorte que &
fixe cet ensemble de racines simples. Si on travaille modulo X..(Ss.) les deux actions sont identiques.

Nous vérifions ensuite que
HY(Gal(L/F),L* ® Z) — HY(Gal(L/F), I, ® Z)

est injectif. Le groupe Iy, est le groupe de classes d 'idéles de L.
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Puisque le groupe T est anisotrope le caractére « est d ' ordre fini et nous pouvons attacher un graphe a (7', )
comme dans [18], (pages 708-709). Si ce graphe était ordinaire et pas complété alors “ HY serait un facteur de
Levi d' un sous-groupe parabolique P de G ot11'ensemble de racines de T relatif a P serait invariant sous
1'action (avec ou sans barre) du groupe de Galois. La somme de ces racines, qui n'est pas zéro, serait invariante
sous le groupe de Galois, ce qui contredit 1' hypothese que T est anisotrope.

Donc nous avons a considérer un graphe complété. L'action avec barre du groupe de Galois permute les
racines du graphe qui ne sont pas des racines de L H?, et le Z-module libre V sur ces racines est donc aussi un
module galoisien. Il y a un homomorphisme naturel V. — Z. Nous vérifions que le noyau est le module galoisien

trivial Z de sorte que 1' on a une suite exacte de modules galoisiens:
(8.16) 02>V —>27Z-0.

En effet, puisque le graphe est complété 1' ensemble de sommets est la réunion d'une base o, ..., ay et
1'opposé " de la plus grande racine. La relation définissant Z s'obtient en enlevant les racines de “H° de la

relation

On se souvient que les a; sont des entiers positifs. Si a¥ n'est pas une racine de - HY cette relation est alors

14

/
a¥ + E ajaf =0,

i=k+1

ol a; = aal, a étant le plus grand diviseur commun des a;, k + 1 < i < £. Puisque 1'action du groupe de Galois
permute les sommets du graphe, il est maintenant évident que le noyau de V' — Z est le module galoisien trivial

Z.

La suite exacte (8.16) nous donne un diagramme
HY(Gal(L/F),L*®V) — HYGal(L/F),L*®Z) — H?*(Gal(L/F),L*)
HYGal(L/F), I, ®V) — HYGal(L/F),Ip®Z) — H?*(Gal(L/F),I1)

Le théoréme 90 de Hilbert implique que les deux groupes a gauche sont zéro, et la théorie du corps de classe que
la fleche a droite est injective. Il en résulte que la fleche au centre est aussi injective.

Le suites (8.14) et (8.15) nous donnent deux diagrammes commutatifs, les lignes du premier étant exactes:
HY(Gal(L/F),L*®Y) — HYGal(L/F),T«(L)) — HYGal(L/F),L*® Z)
A
g | |

HY(Gal(L/F), I, ®Y) — HY(Gal(L/F),Tw(AL)) — HYGal(L/F),I; ® Z)
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HY(Gal(L/F),S:(L)) % HYGal(L/F),L*®Y)
Cl \ l’l
HY(Gal(L/F) Ss.(AL)) - HY(Gal(L/F), I, ®Y)

Pour vérifier le lemme 8.7 il suffit, vul' injectivité de la fleche a gauche dans le premier diagramme, d ' établir

que le noyau de ) est contenu dans 1' image de ¢. Donc que Ker A C Im ¢. Pour commencer nous montrons que
(8.17) Kerv C Im 1.

On se souvient que

HYGal(L/F), I, ®Y) ~ @,H *(Gal(L,, F,,),Y);

la somme parcourt les places de I et L, est la complétion de L par rapport a une place de L au-dessus de v.
L'élément ©A,, presque tous les )\, étant zéro, est contenu dans le noyau de v, ou plutot représente un élément

de ce noyau, si et seulement si pour chaque v

(8'18) Ay = Z qu(a) - MU(U)

c€Gal(Ly,/F,)

avec 1y (0) € Xy (Tse)-
Nous exploitons encore le graphe de (7, k). Si a” n'est pas une racine de ' H? alors X, (Ss.) = Y etiln'y

arien a vérifier. Sinon la seule relation entre | , ..., @ modulo Y est

£
I v o
E azof = 0.

i=k+1

Il est important de remarquer que les a; sont positifs, parce que nous allons utiliser ce fait pour vérifier que s'il

y a une famille (o), 0 € Gal(L/F), avec u(o) € X.(Ts) et telle que la somme
> no(o)—pulo) €Y,
o€Gal(L/F)

alors elle est déja contenue dans X, (Ssc). Il en résulte que tous les A, de (8.18) sont dans X, (Ssc), ce qui implique
(8.17).

En effet chaque p dans X, (Ty.) s'écrit comme

y4
E bZOé;/
i=1

avec des entiers b;. Par conséquent

14 14

O —U=0p—p= Z bi(ca) —a)) = Z ciay  (mod X, (Ssc))
i=k+1 i=kt1
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avec

Plus généralement

Zgu(g) —ulo) = Z ciay  (mod X, (Ssc))

i=k+1

avec Y ¢; = 0. Mais si 1'expression a gauche et donc celle & droite est dans Y on a ¢; = ca) et

0=c Z a;,
ce qui implique que ¢ = 0.
Le fait que nous venons de vérifier peut s' énoncer comme un lemme.
Lemme 8.8: Les fleches
H2(Gal(L/F), X4 (Sse)\X+(Ti)) — H*(Gal(L/F), Z)
H*(Gal(Ly/Fy), X (S:e)\Xu(Tic)) — H™*(Gal(Ly/Fy), Z)
sont surjectives.

Nous montrons ensuite que

Imy NImn C Im y;
1'inclusion opposé est évidente. D' abord, un petit lemme.
Lemme 8.9: L'action du groupe de Galois sur U est triviale.

Les deux actions sont les mémes et nous considérons celle a barre. Nous pouvons supposer que a” est une

0

racine dans “H?, sinon U = 0. L'action permute les racines o, , ..., ay etlesracines oy, ..., ay etfixela

relation

Par conséquent elle fixe les éléments

14
Z apay,
i=k+1
et

14
E apay.

i=k+1

Puisque cet élement engendre Y modulo X (S ) le lemme est vérifié.
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Un élément dans 1'image de 9 s' écrit
DAv, Ay € X (Sse)-

S'il est aussi dans 1'image de 7 il satisfait a 1' équation

Sh= Y oulo) - ulo),

o€Gal(L/F)

ulo) ey.
Choisissons pour chaque o € Gal(L/F') une place v(o) et un 7(o) dans Gal(L,(,)/F,(»)) en sorte que o et
7(0o) sont conjugués

o=p Yo)r(o)p(o), p(o) € Gal(L/F).

Soit

de sorte que

D'apres le lemme ona v(o) € X, (Ssc).

Nous pouvons remplacer A, par

v=v(0)
sans changer la classe dans H'(Gal(L/F),I;, ® Y) attachée a &), Puisque

SN =0 =S wle) = Y 0 o)wlo) — vlo)

g

et /(o) € X, (Ss) cette classe est 1'image d 'un élément de H'(Gal(L/F), Ssc(L)).

Si « est un élément de H'(Gal(L/F),L* @ Y) et si A(a) = 0 alors 1(«) est contenu dans le noyau de v et
donc dans 1'image de 1. Choisissons § de sorte que n(a) = x(8) et posons &/ = a — ¢(8). Alors n(a’) = 0.
Donc pour vérifier le lemme 8.7 il suffit de vérifier que Kern C Im ¢.

Soit 1, 1' homomorphisme naturel
HY(Gal(L/F),L* ®Y) — H*(Gal(L,/F,), LY ®Y).

Il faut vérifier que si 7, (o) = 0 pour tout v alors « est dans 1'image de ¢. Puisque il s'agit de cohomologie de

degré 1 nous pouvons remplacer L par F.

0 =W = F*®X.(Ss) = F*®Y —0



VIII. Stabilisation Partielle 128

avec

W = Ext(U, F™).

Mais U étant donné par la suite exacte
(8.19) 0 —2Z-%Z —U—0,

le groupe W est le groupe des racines a-iémes 1' unité.

Nous considérons les diagrammes commutatifs:
HY(Gal(F/F),8(F)) -2 HYCal(F/F),F*®Y) — H*Gal(F/F),W)

l -

HY(Gal(F,/F),FX®Y) — H2(Gal(F,/F,),W)

Si o s'envoie sur 3 dans H?(Gal(F/F), W) alors 0, () = 0 pour tout v et la théorie du corps de classe implique
que 3 = 0 de sorte que « est contenu dans 1'image de ¢.
La preuve du lemme 8.7 étant terminée la notation qui y était utilisée est libérée pour 1'énoncé d'un autre

lemme.

Lemme 8.10: Soit L une extension galoisienne finie de F que déploie T et soit Cp le groupe des classes

d'ideles de L. Considérons le diagramme
H(Gal(L/F), Ss.(AL)) LA H'(Gal(L/F), Te(AL))

(8.20) l"
HY(Gal(L/F),Cr® X.(Sw)  —= H'(Gal(L/F),Cr & X.(Tu))

L'image sous 1 du noyau de ¢ est le noyau de 1.

11 suffit encore de vérifier le lemme pour un groupe absolument irréductible. Nous définissons M par la
suite exacte:

0— Xu(Sse) = Xu(Tse) > M — 0.

On a le diagramme commutatif (8.21) suivant dans lequel les fleches verticales sont obtenues d ' une co-restriction

suivie d 'une sommation.

®H2(Gal(L,/F,),M) — ®H Y(Gal(L,/F,), X«(Ss)) — ©H Y(Gal(L,/F,), X.(Ts))

{ l l

H2(Gal(L/F),M) — H Y Gal(L/F),X.(Sx)) — H Y (Gal(L/F),X.(Ts))

Il a été remarqué a la fin de 1'appendice a [19] que les théoremes de Tate-Nakayama nous permettent d ' identifier

le carré (8.20) avec le carré a droite de (8.21). Donc pour vérifier le lemme il suffit de montrer que ( est surjectif.
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Les modules Z et U définis par (8.14) et (8.15) font partie d ' une suite exacte
0 —U—M-—2—0.
Nous utilisons la suite exacte (8.16) pour montrer d 'abord que
®H *(Gal(L,/F,),Z) — H *(Gal(L/F), Z)
est surjectif.

Puisque la cohomologie de Z en degré —1 est triviale on a un diagramme a lignes exactes:
®&H YGal(L,/F,),V) — &H %(Gal(L,/F,),Z) — 0
H *(Gal(L/F),V) —  H *Gal(L/F),Z) — 0

La surjectivité de la fleche verticale a droite résulte de celle de la fleche a gauche.
Puisque le groupe de Galois agit sur V' en permutant les éléments de la base le lemme de Shapiro nous

permet de ramener la preuve de cette surjectivité a celle de
©H *(Gal(L,/F,),Z) — H *(Gal(L/F),Z),

ot F est un corps de nombres arbitraires. Puisque H ! & coefficients dans Z est le groupe de Galois rendu
abélien, ¢ 'est une conséquence du théoreme de Tchebotareff.

Considérons maintenant le diagramme

OH2(Gal(L,/F,),U) — ®GH2(Gal(Ly/F,),M) — ®H *Gal(L,/F,),Z)
(8.22) lc l l
H2(Gal(L/F),U) — H2Gal(L/F),M) — H2(Gal(L/F),Z)

Selon le lemme 8.8 les fleches horizontales a droite sont surjectives. Puisque la fleche verticale a droite est
surjective la surjectivité de ¢ résultera de la surjectivité de la fleche a gauche.

La présentation (8.19) nous donne un diagramme a lignes exactes:

®H2(Gal(Ly/F,),Z) — @®H 2(Gal(L,/F,),U) — 0

l l

H2(Gal(L/F),Z) — H%Gal(L/F),U) — 0

Mais la surjectivité de la fleche verticales a droite résulte de celle de la fleche a gauche, et celle-ci est, comme nous

avons déja vu, une conséquence du théoreme de Tchebotareff.
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Nous revenons maintenant au lemme 8.6. Il faut vérifier que

UE,T)  WF,T)

(F,S)  W(F,S)
Nous introduisons deux modules galoisiens N et X, (D) par les suites exactes:

0— Xu(Sse) = Xu(T)—= N—0

0— Xu(Tse) = Xu(T) — X(D) — 0.

Le groupe D est le quotient de 1" par T..
Soit L une extensison galoisienne finie de F' qui déploie T'. Le groupe H ~%(Gal(L/F), X (D)) est fini. Soit

p 1"homomorphisme naturel
©H?(Gal(L,/F,), X+(D)) — H*(Gal(L/F), X.(D)).

Alors
©H *(Gal(L,/F,), X.(D))/Ker p

est fini. Soit 7 1' homomorphisme

®oH Y(Gal(L,/F,), M) — ®H '(Gal(L,/F,), N).

La suite exacte

0—>M—>N—>X*(D)—>O

nous donne une surjection

B: ®H?(Gal(L,/F,), X+(D)) — Ker

et
Kerw/B(Ker p)
est fini.
Puisque M, N et X.(D) ne change pas si S et T sont remplacés par S” et T” il suffit d ' établir la formule
suivante.
Lemme 8.11:
T
EEF 5§ — |H(Gal(L/F), M)| |[Kern/5(Ker p)

Pour la preuve nous utilisons le diagramme (8.23) a la fin du chapitre et les notations qui y apparaissent.

Le quotient
L1 (F7 T)
31 (F7 S)
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est, par sa définition méme, égal a

[Ime Nker £/Tm x NKer¢|.

Puisque Ker ¢ C Im v cet ordre est celui de
(Im¢ NKerd)/(((Kere) + (Im (v NKerd)).

Le groupe
J(T) =Im¢ NKerd

est un quotient du module des @), ot les A, sont contenus dans X..(Ty), presque tous égaux a 0, et satisfont

aux conditions:

(8.21) S h = o~ (o) ~ nlo). (o) € X.(T)
v o€Gal(L/F)
(8.25) Ay = Z o () = po(0), p(0) € Xu(T).

UeGal(Lv/Fu)
On divise par le groupe des ® A, pour lesquels on peut trouver des 1, (o) dans X, (Ty.) qui satisfont a (8.25).
Un élément de J(T') est contenu dans le sous-groupe

J'(T) =Tm (v NKer©

si'il existe un représentant @\, tel que les p(o) qui figurent dans (8.24) peuvent étre choisis dans X, (Ssc). Les
Ay eux-méme sont alors forcément dans X, (S.).

Le groupe ((Kere) est1'image de (A ou de px. L'image de x est le noyau de
HY(Gal(L/F),D(AL)) — H°(Gal(L/F),Cr ® X.(D)).

Le théoreme de Tate-Nakayama et 1' observation a la fin de [19] nous permettent de représenter ce noyau comme
quotient du module des @, ol p, est une fonction sur Gal(L, /F,) a valeurs dans X, (T') qui est zéro pour

presque tout v et qui satisfait a

(8.26) Ay = Z o (o) — p1y(0) € Xu(Tse)
Gal(L,/F,)
(8.27) > po(o)= > mlb(r0) —b(r' o) +b(0,7)  (mod X.(Tic))
{v|oeGal(L,/F,)} T€Gal(L/F)

Ici b(p, o) est une fonction sur Gal(L/F) x Gal(L/F') a valeurs dans X..(T). On divise par les @y, qui sont des

bords locaux:

(o) = Z 77, (1,0) = by (771, 70) + by(0,7)  (mod X, (Ty.)).
T€Gal(L,/Fy)
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L'homomorphisme p de (8.23) envoie i, sur GA,, oul A, est donné par (8.26).
Nous posons

I(T) = w(Ker©)

et nous définissons K (T') de la méme fagon que nous avons défini J(T") sauf que nous omettons la condition

(8.24). Alors

I(T) ~ K(T)/J(T)

et
|K(T)/(Im ¢A + J'(T))|

() /(I A+ J(T))] = o

Nous définissons J(.5) et K(S) de la méme fagon que nous avons défini J(7') et k(T") mais en remplagant
X (Ts) par X.(Ssc). Soit par ailleurs K'(T') le groupe des éléments dans K (1) admettant un représentant G\,
ol A\, estdans X, (Ss). Les groupes J(9) et K (.S) sont des sous-groupes de H* (Gal(L/F), Ss.(AL)) et ¢ envoie
J(S) sur J'(T) et K(S) sur K'(T).

L'ordre
[K(T)/Tm A+ J'(T))|
est égal au produit
(8.28) |K(T)/Im¢A+ K'(T)| |Im¢A + K'(T)/Im ¢\ + J'(T)].

En utilisant le théoréme de Tate-Nakayama on obtient au moyen de 1' homomorphisme @, — @©A, défini

par (8.25) un isomorphisme

K(T) ~ @,H *(Gal(L,/F,), X.(D))/H *(Gal(L,/F,), X«(T))
ainsi au ' unisomoprhisme

K'(T) ~ @,H *(Gal(L,/F,), N)/H *(Gal(L,/F,), X.(T)).
Donc le quotient K (T')/K'(T') est isomorphe au noyau de 7 et
K(T)/(Im¢{h + K'(T)) ~ Kerw/B(Ker p),

car la condition (8.27) exprime que 1'élément 1, est dans le noyau de p.

Soit g la restriction de ¢ & K(S). alors le deuxiéme facteur de (8.28) est égal &

(K (S) + g (Im (n)) /(I (S) + 95 (Im¢A))|

ou plutét a
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[K(8)/(T(S) + 5" (Tm CA)|
qui est un quotient
[K(S)/J(5)]
[(J(S) + g ' (Tm CN)) /T (S)]

Nous posons

1(S) = K(8)/J(S).

C'est un groupe fini.
Le groupe
(J(8) + g (Tm (X)) /1 (5)

est isomorphe a

(g ' (((Kere))).

Ce groupe contient 7(Ker ¢) et est contenu dans Ker ¢p. Mais selon le lemme 8.10 ces deux groupes sont égaux.

Donc

u(F,T)  |I(S)

_ |Ker/8(Ker p)]
w(FS) L) [Kery|

D'autre coté selon les définitions méme

|H=1(Gal(L/F), X.(Ts)|

LQ(F, T) =

(1)
_ [H™Y(Gal(L/F), Xy (Ssc)|
2 8) = 1(S) |
Donc
ﬁ:g; = |Kerw/B(Kerp)| |H ' (Gal(L/F), X.(Ts.)/Imv| ™ .
Puisque
H°(Gal(L/F), X.(Ts)) = 0

H Y Gal(L/F), X.(Ty))/Ime ~ H~ Y (Gal(L/F), M)

et le lemme 8.11 est vérifié.

5. Le probl éme de convergence
Dans notre remaniement de la formule des traces nous avons supposé que (8.6) ou, ce qui est équivalent,
(8.13) converge absolument. Mais nous n'avons pas pu le vérifier. En effet la preuve de convergence semble

dépendre d ' une propriété des fonctions f7, dont 1' existence méme reste problématique.
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Le groupe G est non ramifié en v s'il est quasi-déployé sur F, et déployé sur une extension non ramifiée de
F,. On dit que des données endoscopiques sont non ramifiées en v si le groupe G est non ramifié en v et si la
restriction de p au groupe de décomposition est également non ramifiée.

L 'hypothése dont nous avons besoin pour vérifier la convergence est la suivante:

Supposons que G soit non ramifié en v mais que les données endoscopiques dans la classe K soient
ramifiées en v. Supposons de plus que la fonction f est dans 1" algébre de Hecke de G(F,) relative & un sous-
groupe compact hyperspécial. Alors on peut prendre f1 =0, c'est-a-dire, pour tout couple (T, r) attaché

Rona

7 (v, f) = 0.

La convergence est une conséquence de cette hypothese et du lemme simple suivant.

Lemme 8.12: Soit V un ensemble fini de places de F contenant toutes les places archimédiennes. Alors le

nombre de classes de données endoscopiques non ramifiées en dehors de V' est fini.

Chagque classe contient un représentant pour lequel 279 = LT0. Si LT, est ainsi fixéiln'y a qu'un nombre
fini de possibilitiés pour ' H? et ' BY,. Nous fixons “H°, L BY,, et LTY. Puisque nous ne considérons que les
classes de données nous pouvons fixer 1'ensemble {Y,v } aussi. Si tout cela est fixé il n'y a qu'un nombre fini
de possibilités pour 1'image p(Gal(F/F)), et cette image étant donnée il n'y a qu'un nombre fini de possibilités
pour s modulo le produit du centre “G? et la composante connexe du centre de L H.

Donc le lemme résulte du lemme bien connu suivant.

Lemme 8.13: Soit & un groupe fini donné et V en ensemble fini de places de F' contenant toutes les places
archimédiennes. Alors il n'y a qu'un nombre fini d'homomorphismes de Gal(F/F) sur & qui sont non

ramifiés en dehors de V.

Ce lemme est une conséquence du fait qu'iln'y a qu'un nombre fini d ' extensions a discriminant donné et
de la théorie locale du corps de classe.

Nous revenons au probleme de la convergence absolue. L'hypotheése et le lemme 8.12 le raménent au
probleme de la convergence absolue de (8.13). Par induction nous pouvons supposer que (8.13) converge
absolument si H # G*.

En vérifiant la convergence pour H = G* nous pouvons supposer que G = G* et que f = f& . Si f’ est

positif et si f'(g) > |f(g)| pour tout g alors

Donc en remplagant au besoin f par f’ nous pouvons supposer que f est positif.
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Ces changements faits la somme (8.13) avec H = G* converge absolument si et seulement si elle est finie.
Supposons qu'elle soit infinie. Alors en prenant les contributions des autres classes endoscopiques, en les
sommant toutes, et en poursuivant notre remaniement dans le sens inverse nous parvenons a une somme qui
diverge. Mais c'est le terme elliptique régulier de la formule des traces et par conséquent une somme convergente.

Cette contradiction montre que la somme (8.13) est finie aussi pour H = G*.

HY(Gal(L/F), Sec(L)

R

H°(Gal(L/F), D(L)) A HY(Gal(L/F), Tic(L)) ——— HYGal(L/F),T(L))
(8.23)
. HY(Gal(L/F), Sec(AL)) ¢ ¢
HY(Gal(L/F), D(AL)) - HY(Gal(L/F), Tue(Ar))  ———— H(Gal(L/F), (k1))
HY(Gal(L/F),CL ® X+(Ssc) w

k\

HY(Gal(L/F),CL ® X.(Ty))
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